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1.Diizlemde Egik ve Dik Koordinat Sistemi

Bu boliime Analitik Geometrinin kurulusuna temel teskil eden ve adina
Nokta-Vektor eslemesi diyecegimiz , diizlemin afin aksiyomlarin1 vererek
baslamak uygun olacaktir.

Afin Aksiyomlar :

1. Diizlemin herhangi A,B gibi iki noktas1 verildiginde ; U = AB olacak
sekilde bir tek U vektorii vardir.

2. Diizlemde bir A noktasi ve R> vektdr uzaymin bir G vektorii

verildiginde ;U = AB olacak sekilde bir tek B noktasi vardir.
1.1.Diizlemde Egik Koordinat Sistemi

Sekil 1.1.1

Diizlemde bir A noktasi ve lineer bagimsiz {i,V} vektor ciimlesi

verildiginde Nokta-Vektor eslemesinden ; U = E, V = AC olacak sekilde
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B, C noktalarinin varligini biliyoruz. A noktasindan gegen ve U vektoriine
paralel olan dogruyu d,,V vektoriine paralel olan dogruyu da d, ile
gosterelim. Diizlemin keyfi bir noktas1 P olsun. P noktasindan d,
dogrusuna paralel ¢izip d, dogrusunu kestigi noktaya Q ve d, dogrusuna
paralel ¢izip d, dogrusunu kestigi noktaya da R diyelim.

AP = AQ +QP,QP = AR

oldugundan ve

AP = AQ + AR
AQ = x(P)d
AR = y(P)V

olarak yazilabileceginden
AP = X(P)ii + y(P)V
bulunur. Béylece diizlemin her bir P noktasina {A,U,V} ciimlesini sabit
tutarak , (X(P), y(P)) reel say1 ikilisini karsilik tutariz.
Tersine {A, U,\7} climlesi sabit kalmak tizere; bir (a,b)
reel sayi ikilisi verildiginde
AP =au +bv
olacak sekilde bir tek P noktasinin bulunacagi , Nokta-Vektor eslemesinden
aciktir. O halde diizlemin noktalari ile reel sayu ikililerinin ciimlesi olan R*

arasinda {A,,V} ciimlesini sabit tutularak bire-bir esleme kurmus oluruz.
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Buradaki {A, a, \7} ticllisiine diizlemin bir egik(afin,paralel)
koordinat sistemi , A noktasina bu koordinat sisteminin orijini ,

(X(P), y(P)) ikilisine de bu koordinat sistemine gore P noktasinin
egik(afin,paralel) koordinatlari denir. Biz bu esleme nedeniyle diizlemin
her bir P noktasi i¢in P = (X(P), y(P)) gosterimini kullanacagiz. Ayrica
d,,d, dogrularina bu koordinat sisteminin koordinat eksenleri ,

AB =1.+0V,AC =00+17

oldugundan da B =(1,0),C =(0,1) noktalarina koordinat sisteminin birim
noktalari denir.

Yukaridaki tanimlardan ; P noktasindan her bir eksen {izerine , diger
eksen dogrultusunda, paralel izdiisiimler alinarak olusturulan reel say1
ikilisi ile , egik koordinat sisteminde bir P noktasinin koordinatlarinin
gosterildigi goriiliir. {1k eksen ( X — ekseni) genellikle yatay olarak cizilir.

{U,V} vektor ciimlesinin ortonormal olmasi halinde ; {A, T, V}
ciimlesine diizlemin Kartezyen(Dik Dértgensel,Dik,Oklidyen) koordinat
sistemi karsilik gelir.

1.1.1.Diizlemde Bir Noktanin Yer Vektorii

Diizlemde {A, U,V} afin koordinat sistemi se¢elim . Q noktasinin bu
koordinat sistemine gore koordinatlar: (b,,b,) olsun. Afin koordinat
sisteminin yukaridaki tanimindan;

AQ =b,i+b,V
veya

A_Q>:(b1=bz)
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vektoriine Q noktasinin yer vektorii denir.
1.1.2.Diizlemde iki Nokta Arasindaki Uzakhik
Diizlemin koordinat eksenleri arasindaki pozitif yonlii agisia olan,
{A,0,V} afin koordinat sistemini se¢elim . Bu koordinat sisteminde
koordinatlar1 (a,,a, ),(b,,b,) olan noktalar da sirastyla P,Q olsun.
Afin koordinat sisteminin yukaridaki tanimindan;
PQ = (bl _a1)6+(b2 _az)v
veya
PQ = (bl —a,,b, _az)
bulunur.
d:R°XR* >R
d(P.Q)=(PQ.PQ)

degerine veya

d(P,Q): \/(bl —-a,)* +(b,—a,)* +2(b, —a,)(b, —a,) cosx (1.1.2.1)

degerine P,Q noktalar1 arasindaki uzakhk denir.

Sekil.1.1.2
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1.1.3.Diizlemde Alan

Sekil.1.1.3.1
Diizlemde dogrudas olmayan herhangi ii¢ nokta P,Q,R olsun.
R noktasindan P,Q noktalarindan gecen dogruya dik indirip, bu dikin
ayagima H diyelim. Sekil.1.1.3.1 den
(PR.PG)

PH:WPQ

vektoriine PR vektdriiniin ﬁj tizerine dik izdiisiim vektorii denir.
(PR.PG)PG-(PQ.PG)PR

T e

vektoriine de P,Q, R noktalar1 lizerine kurulan paralel kenarin PQ

kenarina ait yiikseklik vektorii denir. RH vektoriiniin uzunluguna da

paralel kenarin PQ kenarina ait yiiksekligi denir. Buna gore ;
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RN —_ —\ 2
RH =] ‘PQH\/ PQ,PQ)(PR,PR)~(PQ,PR)
veya
RH| = |PQ| ‘det[PQ PR
bulunur. Buradan da bu noktalar iizerine kurulan paralel kenarin alani
v(P,Q,R) ile gosterilmek lizere;
V(P,Q,R) = ‘det[P—Q,ﬁ] .
bulunur.
Koordinat eksenleri arasindaki agist & olan {A,U,V} afin koordinat
sistemine gore bu noktalarin koordinatlari (a1 ,a, ), (b,,b,),(c,,c,) ise
b,—a, b,—-a
v(P,Q,R) = det{ b 2} i
C,—a C—-a

SIno

dir.

1.2 Diizlemde Dik ( Kartezyen) Koordinatlar
Bugiin temel matematigin gereksinim duydugu ilk enstriiman ,

kartezyen koordinat sistemidir.

Kartezyen koordinat sisteminde bir noktanin koordinatlar1 ; bu
noktanin yer vektoriiniin koordinat eksenleri iizerine alinan dik
izdiistimlerden olusacagi ,egik koordinat sistemlerinin tanimindan agiktir.

Eger koordinatlarin biri X digeri y ile belirtilip eksenlerde X —ekseni ve
Y —ekseni diye soylenirse , P = (X, y) seklinde gosterilir. Buradaki esitlik

karsilik gelme anlamindadir.
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Genellikle X —ekseni yatay olarak cizilip, orijinden itibaren saga
dogru artar ; Y —ekseni de diisey olarak ¢izilip ,orijinden itibaren yukari

dogru artar( Sekil.1.2.1).

U
Q 3 F
2
1
2 T " :r
21 -1 1 2 3 4 h
i —37

Sekil 1.2.1: Kartezyen koordinatlarda P=(4,3), Q=(-1.3,2.5), R=(-1.5,-1.5),
S=(3.5,-1) ve T=(4.5,0).

Eksenler diizlemi dort bolgeye ayirirlar. Sekil 1.2.1 de P birinci
bolgede , Q ikinci bolgede , R tigilincii bolgede ve S de dordiincii bolgededir.
T, X —ekseninin pozitif kismindadir.

Kartezyen koordinatlarda P,Q noktalar1 arasindaki uzakligin

d(P,Q)=+/(b, —a,)* +(b, —a,)

seklinde olacagi , (1.1.2.1) esitliginde :% aliarak gortiliir.
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1.3.Diizlemde Dogrular
Diizlemde A=(X,,Y,),B=(X,,Y,) noktalarindan gegen dogrunun
denklemi
(%) = (%5, ¥o) + A0, Y1) = (X5 ¥o)
seklinde A parametresine bagli olarak verilebilir. Bu esitlige A,B

noktalarindan ge¢en dogrunun parametrik denklemi denir.
1.3.1.Diizlemde Dogrularin Baz1 Ozellikleri

1.3 de A parametresi yok edilerek, X, # X,, Y, # Y, olmak iizere;

X=Xy _ X=X _,
Y=Yo Yi=Y

bulunur. Bu esitliklerinden dogrunun kapali denklemi de
ax+by+c=0

seklinde olur.

Dogrunun egimi

Diizlemde bir dogrunun X — ekseni ile yaptig1 ag¢inin tanjantina bu

Rk -z

dogrunun egimi denir. Bu a¢1 kr, den farkli olsun.

Bir dogru tlizerindeki herhangi iki noktadan X — eksenine ¢izilen
paralellerin dogru ile yaptig1 pozitif yonlii a¢1 ayn1 oldugundan ,dogrunun
egimi , dogru i¢in bir karakteristiktir. Yani ; ayn1 noktadan gegen ve ayni
egime sahip bir tek dogru vardir.
ax+by+c=0

dogrusunun egimi
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-a
m=—
b

ve A=(X,,Y,),B=(X,,Y,) noktalarindan ge¢en dogrunun egimi de

m:yl_yO

X; =X,

esitliklerinden bulunur.

.. P . —C ..
e Dogrunun X — ekseni ile kesistigi noktanin orijine uzakligt — birim
a

.. o < —-C .. ..
ve Y — ekseni ile kesistigi noktanin orijine uzakligi da Y birimdir.

e Eger a=0 ise (veya dogru X — ekseniile kz acis1yapiyorsa), X —

cksenine paralel , b =0 ise ( veya dogru X — ekseni ile 2k -DHrx

acis1 yapiyorsa) ,dogru Y — eksenine paraleldir.
e a’+b>=1ve c<0 ise
ax+by+c=0
denklemine dogrunun normal formu ve buradaki p =—C degerine de
dogrunun orijine uzakhgi denir. w = arcsin(a) = arccos(b) agisina
orijinden dogruya indirilen dikmenin X — eksenin pozitif kismiyla
yaptig1 a¢1 denir. Bu halde
N =(a,b) = (cosw,sin w)
vektoriine dogrunun birim normal vektorii denir. 7 = (—b,a) vektoriine

de dogrunun birim dogrultman vektorii denir.
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Sekil.1.3.1.1 : L dogrusunun normal formu p = Xcosw+ ysinw

Herhangi ax +by +c¢ =0 denklemli dogrunun normal formunu elde
etmek icin asagidaki yol izlenir :

Denklemin her iki yanmi ¢ <0 ise va*> +b> degerine , ¢ > 0 ise

—+a’ +b* degerine ve ¢=0 olmasi halinde b>0 ise va’+b*> ,b<0

ise —va’ +b? degerine bélerek normal formu bulunur.

1.3.2.Diizlemde Dogrunun Baz1 Ozel Halleri
e X — ckseniile X=X, dakesisen m egimli dogrunun denklemi,

y =m(X—X,) dir.

e Y - ckseniile y=y, da kesisen m egimli dogrunun denklemi,
y=mx+y, dir.

e X- cekseniile x=X, da,Y- ekseniile y=y, da kesisen

dogrunun denklemi ,
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i + l — 1

Xo Yo

olup , bu denklem egik koordinatlarda da aynen gecerlidir. Ayrica bu
denkleme ; dogrunun eksenlerden ayirdig: pargalar cinsinden denklemi denir.

e Egimi m olan ve (X,,Y,) noktasindan gegen dogrunun denklemi
Y= Yo =m(X=X,)
dir.

o A=(X,,Y,),B=(X,,y,) noktalarindan gecen dogrunun denklemi

X y 1
Xo Yo 1I=0
X oy 1

seklinde determinant yardimiyla da bulunur. Bu formiil egik koordinatlarda
da gegerlidir.
o P=(X,,Y,) , Q=(X,,y,) noktalartyla stmirli dogru par¢asin1 A

oraninda bolen noktanin koordinatlari

B Xo +AX; Y, + Ay,
1+4 7 1+4

veya
B P+Q
1+ 4

dir.




12 Diizlemde Dogrular -Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhiga

e P=(X,,Y,) noktasindan Q =(X,,y,) noktasina olan yolun

9%k noktasmnin koordinatlart veya diger bir deyisle P =(X,,Y,) ,

oraninda

Q=(X,,Yy,) noktalartyla sinirli dogru par¢asint A= n

bolen noktanin koordinatlari

kx, +(100-k)x, ky, +(100-Kk)y,
100 ’ 100 '

olup,
P=(X,,Y,) » Q=(X,,y,) noktalartyla stnirh dogru par¢asim1 A =1

oraninda bolen noktanin koordinatlari

Xi+X Y tY,
2 7 2

dir.
1.3.3.Diizlemde Bir Noktanin Bir Dogruya Uzakhgi

Sekil.1.3.3.1
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Diizlemde bir P noktasinin , A noktasindan gecen ve normali N
olan dogruya olan uzakligi , bu noktadan dogruya indirilen dikmenin

uzunlugu olarak tanimlanir. Sekil 1.3.3.1 den

PH = uN :m_mmm =0
oldugundan
(W)

PH=——"7N
|

ve

. |(weN)
Pl -
N

Buna gore;

bulunur.

L.ax+by+c=0

denklemli dogrunun P = (X, Y,) noktasina olan uzaklig1

d(P.L) lax, + by, +¢|
’ va’ +b?
olur.

1.3.4.Diizlemde iki Dogru Arasindaki A¢i

d,....a,x+b,y+c, =0
d,....ax+by+c, =0
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dogrular1 arasindaki ac1 € ise € i¢in asagidaki ozellikler gecerlidir.
o Dogrular arasindaki ag1
Nl

2

@ = arctan

b b a,b, —ab
@ = arctan — — arctan —~ = arctan| ————°%
a, a, a,a, +b,b,

esitliklerinden elde edilebilir.
e a,b =ab, iken dogrular paralel
e a,a, =-bb, iken de dogrular diktir.

e Egimleri m,,m, olan iki dogru igin

m —m
6 = arctan| ——% |.
I+mym,

e Egimleri m;,m, olan iki dogru i¢in m, = m, ise dogrular paralel

m,m, =—1 ise dogrular diktir.

1.3.5.Diizlemde Dogrularin Noktadashgi ve Noktalarin Dogrudashg:

Diizlemde ii¢ dogru egik koordinatlarda
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d,..a,x+byy+c, =0
d,..ax+by+c =0
d;..a,x+b,y+c, =0

olmak iizere;asagidakilerin dogru oldugu lineer denklem sisteminin

¢Oziimiinden gortilebilir.

a'0 bO CO
e Ug dogru noktadastir<> |a, b, ¢,[=0
a‘2 b2 C2

e Ug noktani koordinatlar1 (X,,Y,),(X,,Y,),(X,,Y,) olsun.

X Yo 1
Ug nokta dogrudastir < [x, 'y, 1=0
X, ¥, 1
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1.4.Poligonlar
k >3 olmak tizere;diizlemdeki sirali A, A,,..., A, noktalarin1 ardigik

olarak birbirine ve sonuncusunu da birincisine dogru pargalariyla baglayarak
elde edilen geometrik sekle diizlemde bir k — kenarh poligon ya da k —

gen denir. Buradaki A,i =1....,k noktalarina poligonun kose
ya da tepe noktalar1 A A, ,i=1,...,k dogru pargalarina da poligonun

kenarlari ya da ayritlari denir. k =3 ise poligon ii¢gen , k =4 ise poligon
dortgen seklinde isimlendirilir.

Bir poligonun ardisik kenarlar1 ayn1 dogru iizerinde olmayan ve
herhangi iki kenar1 -ardisik iken ortak tepeleri harig- kesismeyen

poligonlara basit poligon denir.

Az Aq As Ay A

Al Ay Ay

Sekil.1.4.1 : ki basit(bastaki ve ortadaki) bir basit olmayan poligon

¢ Bundan boyle poligon sozciigiinden basit poligonu anlayacagiz
Poligonun herhangi tepe noktasindaki- iki kenar1 arasindaki - agiya
poligonun bir i¢ agis1 denir ve tepe noktasinin semboliiyle gosterilir. Bu

acinin tiimleyenine - veya geometrik olarak tepe noktasindaki bir kenar ile
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digerinin uzantis1 arasindaki agiya-poligonun bu tepe noktasindaki dis acgisi
denir. Herhangi k — genin i¢ agilarinin toplami (k —2)7z.

Buna gore; liggenin i¢ agilari toplami 7 dortgeninki de 2z olur.

Secilen bir koordinat sisteminde ;tepe noktalarinin koordinatlar

A =(X,Y;),I =1,....k olan bir poligonun sinirladig1 bélgenin alan1 , eksenler

arasindaki ag1 o ve X, =X,,Y,,, =Y, olmak iizere ;

1 k

_ZKXi Yia = XinaYi lsin a
=1

AL A A) =2

seklinde olacagi 1.1.3. paragraf kullanilarak goriilebilir.
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2.Diizlemin Bazi Doniisiimleri

Diizlemde her bir (X, y) noktasini ayni koordinat sisteminde bir
baska nokta ile eslestirme kuralina diizlemin bir doniisiimii denir. Bir
doniisiimiin kurali

F:R* >R’
(x.y) = F(xy) = (f,(xy). 1, (x.Y))

seklinde belirtilir.
Ornegin ; (X, y) noktasini d birim agsagiya Steleme dniisiimiiniin
kurali
F:R* >R’
(x.y) > F(x,y)=(x,y-d)
seklindedir.
Bu 6rnekte de oldugu gibi ; koordinatlari bilinen bir nokta iizerine
bir doniisiimiin etkisi , donilisiim yardimi ile hemen bulunabilir. Diger taraftan

C(x,y) =0 kapali denklemi ile verilen bir nesnenin F doniisiimii altindaki
gorilintiisiiniin denklemini bulmak i¢in ,bu doniigiimiin

(X, ¥) =G(F(x,¥)),(x,y) = F(G(X, Y))
ozelliginde

G:R* >R’

(X, y) = G(X,Y)
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bicimindeki tersine ihtiyacimiz vardir. Eger F  doniisiimiiniin G tersini
bulabiliyorsak verilen nesnenin doniigiim altindaki goriintiisiiniin kapal

denklemini
C(G(x,y) =0
seklinde bulabiliriz.

2.1.Diizlemde Oteleme ve Ozellikleri

Diizlemin bir {A, U,\?} afin koordinat sistemini sabit tutalim.

S =(a,b) olmak tizere ;

Ty R? > RZ,Tﬁ(x,y):(x—a,y—b)

doniisiimiine diizlemde ﬁ =(a,b) dogrultusunda dteleme doniisiimii denir.

Otelemelerin asagidaki 6zellikleri &teleme tanimi kullanarak gosterilebilir.

. TooT,=T. _=T_oT.
B v By vV

e Otelemeler bileske islemine gore kapali ve degismelidir

-1.52 2
2. T :R" >R, T_-(X,y)=(x+a,y+hb)
B B

e Her 6telemenin tersi de ters dogrultuda bir 6telemedir

3. diT;(P).T;@)=d(P.Q)
e Otelemeler uzunluklar korur

4. v(TL(P),T;(Q.T;(R) =v(P.Q,R)

e Otelemeler alanlar1 korur
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5. <TU(P)TU @Q,T; (RT, (S)> = (PQ.RS)

e Otelemeler agilar1 korur

Kapali denklemle verilen bir nesnenin , verilen bir doniisiim altindaki

gorlintiistiniin kapali1 denklemini bulmaya 6rnek olarak ;
verilen nesneyi
Cxy)=x"+y>-1=0
denklemli bir cember verilen doniisiimii de , verilen her noktayr d birim
kadar Y —ekseni dogrultusunda asagiya 6teleme alirsak, ters doniistim de d
birim kadar Y —ekseni dogrultusunda yukariya 6teleme olur .Bu dontisiim
i¢in

G:R* >R’

(X, ¥) > G(x,y) = (x,y+d)
olur. Cemberin 6telenmis denklemi de

CG(XY)=x>+(y+d)*=1=0

seklinde bulunur.
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2.2.Diizlemde Bir Nokta Etrafinda Donme ve Ozellikleri
Diizlemde koordinat eksenleri arasindaki a¢1 « olan {A, U,V} afin

koordinat sistemini alalim.

RS :R* >R, B=(a-0).7=(0+a).P=(xy)
R (x.y) (cos @ —cos a cos )X+ (cos y —cosa cos @)y (—cos a cos & +cos f)X+ (cos @ —cos @ cos y)y
X,Y)= >
oY .2 .2
sin” « sin” «

doniisiimiine diizlemde A noktas: etrafinda & a¢is1 kadar donme
doniisiimii denir.

Ozel olarak dik koordinat sisteminde A noktasi1 etrafindaki donme

doniisiimii yukarida o =% alarak,

R,:R* >R’

R,(X,y) = (Xcosé’— ysin@,Xsin @ + ycos&)
seklinde bulunur. Bu doniisiimlerin terslerine A noktasi etrafinda & agisi
kadar ters donme doniisiimleri denir ve sirasiyla;

RG)" R SR p=(@-0).y=(0+a)

(Ra )—1 xy) ( (cos@—cosa cosy)X+(—cosy+cosacosd)y (cosacosf—cos ff)X+(cosfd—cosa cos ) y)
0 Y= ’

sin2 a sin2 a

-1.p2 2
RH :R“ >R
R;l(x, y)= (Xc059+ ysin #,—Xsin @ + ycos&’)

seklinde bulunur.
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2.3.Bir Nokta Etrafinda Donme Déniisiimiiniin Ozellikleri

Dik koordinat sisteminde orijin etrafinda donme tanimi kullanilarak;

donmenin asagidaki 6zellikleri gosterilir.

I.R, R, =R =R, oR

Doénmeler bileske islemine gore kapali ve degismelidir

-1
2R, =R,

Her dénmenin tersi de ters yonde bir donmedir

. d[R,(P).R,(@)=d(P.Q)

[98)

Donme doniisiimleri uzunluklar1 korur
4. (R, (PR, (Q).R,(R) =V(P.Q.R)

e Donme doniisiimleri alanlart korur

5. (Ry(PIR,(Q).R,(SIR, (L)) = (R, (PQ). R, (5L)) = (PQ.5L)

e Donme doniisiimleri agilar1 korur

6. Re(zﬁwﬁ):zRe(ﬁ)wRe(A_s’)

e Donme doniisiimii lineerdir.

~ cos@d -—sinf
7. R, =

. matrisine diizlemde pozitif yonde donme matrisi
sind cos@

denir.
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~_1 [cos@ sin@

8. RQ_ } matrisine diizlemde pozitif yonde ters donme

—sin@ cos@
matrisi denir.

2.4. Diger Donme Ornekleri

2.4.1.Hiperbolik Dénme
R, :R> > RZ,RH(x,y)=(1,yyj
Y7,

seklindeki doniisiime Hiperbolik Déonme denir.

Bu doniisiim xy = ¢ hiperboliinii degistirmediginden ve
determinant1 1 oldugundan Oklidyen dénmenin Lorentz diizlemindeki
versiyonudur. Bu nedenle de adina hiperbolik donme denir.

Bu doniisiim , ¢emberleri elipslere alan koruyarak doniistiirtir.

2.4.2.Parabolik Donme

Re :R? 5> R, Ry (X,y) = (X+1,2x+ y +1)

seklinde tamml1 déniisiime Parabolik Dénme denir. Bu doniisiim y = x°
paraboliinii degistirmediginden parabolik donme denmektedir.

2.4.3.0telemeli Dénme

Bir 6teleme ve bir donmenin bileskesinden olusan doniisiime 6telemeli
donme denir. Otelemeli donmenin ifadesi Steleme ve dénme
doniisiimlerinin ifadelerinin bileskesinden bulunabileceginden burada

vermeyecegiz.
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2.5.Diizlemde Yansima

2.5.1.Diizlemde Bir Noktaya Gore Yansima

/ A

P

Sekil 2.5.1.1

Diizlemin sabit noktas1t M ve degisken noktasi da P olsun.
P, M noktalarindan gecen dogru iizerinde bulunan ve PM vektoriiyle ayni

dogrultuda ,ayn1 yonde ,esit uzunluktaki MP’ vektériiniin u¢ noktasi olan P’
noktasma, P noktasinin M noktasina gore simetrigi denir ve P’ =S, (P)
seklinde gosterilir.

S, :R*—>R>S,(P)=2M -P

doniistimiine de M noktasina goére yansima denir.

2.5.2.Diizlemde Bir Dogruya Gore Yansima

Sekil 2.5.2.1

Diizlemde
d.X=A+a
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parametrik denklemiyle verilen dogruyu géz oniine alalim.
Bir P noktasindan d dogrusuna indirilen dikmenin ayagi H olsun PH
vektoriiyle ayni yonde ,ayni1 dogrultuda ve esit uzunluktaki HP' vektoriiniin
u¢ noktasi olan P’ noktasina ; P noktasinin d dogrusuna gore simetrigi
denir ve P' = SA,&(P)
seklinde gosterilir.

Buna gore ;
PP’'=2PH

veya

P+P'

2
olur. H dogru lizerinde oldugundan
F=A+1a
olacak sekilde bir tek A, € R vardir. Buradan
P+P’

H=

= A+ 4od (2.5.2.1)

ve tanim nedeniyle

(PP.@)-0= (P.a)-(P.q)
dir.
(2.5.2.1) esitliginin her iki yanin1 @ ile i¢ carpima tabi tutarak

(AP.)

0= " 2
e
bulunur. Boylece (2.5.2.1) den
2(AP.a)
P'=2A-P+ — o]
|

bulunur.

— 2<ﬁ,&> ]
SA,o? :R“ >R ,SA’&(P):2A—P+Wa

seklinde tanimli doniisiime d dogrusuna gore yansima denir.
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Diizlemde bir dogruya gore yansima yukarida oldugu gibi dogrunun
dogrultman vektdriine bagli olarak hesaplandigi gibi dogrunun normal
vektoriine bagli olarak da hesaplanabilir. Her ikisinde de ayni yansima elde
edilir.

Diizlemde
d. X =A+1a
parametrik denklemiyle verilen dogrunun normali N olsun
PH = N
veya
AH — AP = /N
esitliginden
~(AH,N)
H=—F="=
(N.N)
ve
N - <m7 l<j> -
PH=———-—+-N
(N.N)
bulunur. Buradan ;
2<ﬁ5, N > )
S -(P)=P-———-—F+-N
AN <N, N>

seklinde yansima doniistimii elde edilir

2.5.3.Diger Yansima Ornekleri

2.5.3.1.Hiperbolik Yansima
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S, :R* > R%,S, (%) =[%,—ﬂyJ

Seklindeki doniisiime Hiperbolik Yansima denir.

Bu doniisiim xy = ¢ hiperboliiniin kollarini birbirlerine doniistiiriir.
determinant1 —1 oldugundan Oklidyen Yansimanin Lorentz diizlemindeki
versiyonudur.

2.5.3.2.Parabolik Yansima

Sp RZ 5 RZ,SP(x,y)z(x+1,2x—y+1)

seklinde taniml1 doniisiime Parabolik Yansima denir.

2.5.3.3.0telemeli Yansima (glide-reflection)
Bir
L..ax+by+c=0

dogrusuna gore yansima S, ve L dogrusu boyunca birim 6teleme

k
: ol

T

ul’
olmak tizere ;

T g ° S L doniisiimiine Otelemeli Yansima denir.

=~
<l

k—
|

Bu tanima gore ;
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(b> —a® Jx—2aby —2ac +ad —2abx+(a> —b” Jy — 2bc T hd

T osL<x,y)=(

al

elde edilir.

a’+b?

b

a’+b?

2.5.4.Diizlemde Bir Dogruya Gore Kirpma Doniisiimii

Verilen bir dogru tizerindeki noktalar1 sabit birakan

ve diger biitiin noktalar1 da dogruya olan uzakliklarinin
belli kat1 oraninda, dogru boyunca 6teleyen dontisiime

Kirpma Déniisiimii denir

d(P,L) 3

kd(P,L)

cl

Sekil 2.5.4.1 den ;

HQ = kd(P, L) —
ul
vE
HP' - HO + 0P
' = FiG + P
P =P +kd(P,L) —
ul

veya

Sekil.2.5.4.1

|



32 - Diizlemde Paralel ve Merkezcil izdiisiimler-Diizlem Analitik Geometri-Baki Karliga

K(P) =P +kd(P, L)ﬁ
Eger
L..ax+by+c=0
ise
bk(ax + by +c) ak(ax+by+c)]
K | y_
(*.¥) (X a+p? 0 al+p?
olur.

2.6.Diizlemde Izdiisiimler

2.6.1.Bir Dogrunun Diger Dogru Uzerine Paralel Ve Dik Izdiisiimii

d d;
1
p ®(P)
W
Sekil.2.6.1.1

Diizlemde

d,..ax+by+c=0,
d,..aX+b'y+c'=0

dogrulari ve W vektorii verilsin. d, dogrusunun normali N = (a,b) ve d 2

dogrusunun normali de N’ =(a’,b") oldugu agiktir.d, dogrusu iizerindeki
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P noktasindan W vektdriine paralel ¢izip bu paralelin d, dogrusunu kestigi

noktaya ¢(P) diyelim Buna gore ;

Pa(P)=Aw
olur. Bu esitligin her iki yanim1 N’ ile i¢ ¢arpima tabi tutarak;
(W, N') %0

olmak iizere;

- (c' + <P, N’>)

TN
Ve
ory - E PN,

bulunur. Gerekli hesaplamalar1 yaparak,

(b'w,x —b'w,y —c'w,,—a'w, X +a'w,y —c'w, )
a'w, +b'w,

P(x,y) =

doniistimiine ulasilir. Bu doniisiime d, dogrusunun d, dogrusu iizerine

W dogrultusundaki paralel izdiisiimii denir.

Eger W= N’ ise

(bx—ba'y —c'a’,—a'b’x +a’y —c'b’)
ar2 + brz

P(x,y) =

doniistimiine de d, dogrusunun d, dogrusu iizerine dik izdiisiimii denir.



34 - Diizlemde Paralel ve Merkezcil izdiisiimler-Diizlem Analitik Geometri-Baki Karliga

2.6.2.Diizlemde Merkezcil Izdiisiim

d
M 1 d2

Sekil 2.6.2.1

Diizlemde

dy..ax+by+c=0,
d,.ax+b'y+c' =0

dogrular1 ve bu dogrular lizerinde bulunmayan M noktasi verilsin. M

noktasindan gegen dogrunun d; dogrusunu kestigi nokta P ve d,

dogrusunu kestigi nokta da ‘W), (P) olsun . Sekil 2.6.2.1 den

M¥,, (P) = AMP
olur. Bu esitligin her iki yanin1 d, dogrusunun N’ normali ile i¢ ¢arpima

tabi tutarak;
<W, ﬁ'> =0
olmak tizere;

- (c' + <M W’>)

e

A=
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Ve

(c'+<M,W’>)

N

Wy, (P)=M -

bulunur. M = (m,,m, ) olmak iizere;

\PM (P) :(

—(c"+b'm)x+mb’y+c'm a'm,x—(a'm, +c)y+cm,
ax+by—(@m +b'm,) ~ ax+by-(am +b'm,)

bulunur. Bu doniigiime d, dogrusunun d, dogrusu lizerine M merkezli

merkezcil izdiisiimii denir.

d, dogrusunun normali N = (a,b)olmak iizere;bu doniisiim altinda

goriintiisii bulunmayan

S:[—ab +abm1+bbm2 ab—aam1+abm2j

a’b—ab’ ’ a’b—ab’

noktasina izdiisiimiin d, iizerindeki sifir noktasi denir.

2.6.2.1.Merkezcil izdiisiimiin Ozel Halleri
e M koordinat sisteminin orijini ise

—c'X —cy
ax+by ax+by )

‘PO(P){

e d, dogrusu X —ekseni ise
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—MrX+MmMy
TM(P)=(—,0J,
y—my)

e d, dogrusu Y —ekseni ise

m,x—my
Wy, (P)=]0,—=——1—
X—I’n1

olur.
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2.6.3.Diizlemde Stereografik izdiisiim Ve Ozellikleri

Sekil.2.6.3.1

Diizlemde

d.ax+by+c=0

dogrusu ve

] =

gemberi verilsin .Cemberin M merkezinden d dogrusuna indirilen
dikmenin ¢emberi kestigi nokta Q olsun.Q noktasindan gegen herhangi

dogrunun ¢emberi ve d dogrusunu kestigi noktalar sirasiyla X,o(X)

olsun. Buna gore ; Sekil.2.6.3.1 den

— — —2 —12
=i o2 <[] - 2
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_

veya MQ vektoriiniin yonii N vektoriiniin yonii ile ayni ise

L
N

olur.

Diger taraftan

Qa(X) = uQX

oldugundan

o(X)=Q+u(X -Q)

olur. o(X) ,d iizerinde oldugundan

(<Q, N> + c)

H=7—= =

(@.N)-(x.N)

) (<Q,N'> +c)

o(X)=Q+— — (X-Q)
(@N)~{x.N)

Q,N)-{X,N

bulunur. Bu doniisime M merkezli r yaricaph ¢cemberin d dogrusu
iizerine stereografik izdiisiimii denir.
Ornekler:

e M=0,d..y=0 ise
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c:S' 5 R
rx
(%, y) = ——
r_
dir.

° M ZO,d...XZO 1se

c:S'" >R
r
o(X,y)=—2—
r—x
olur.

Bu orneklerle tanimli stereografik izdiisiimler 1-1 6rten doniigiimler
oldugundan tersleri vardir ve sirasiyla

c':R>§S!

51 (X) :(1 2X (X —1))

+ X271+ X2
[ ]
c':R->S'

r(X*>-1 2Xx
1+X? "1+ X?

a’l(X)=(

seklindedir.
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2.7.Diizlemde Inversiyon

Sekil.2.7.1
|, RT-{C}>R?-{c)
C,r
.2
| (P)= cP
S

doniisiimiine C kutuplu « =r? kuvvetli inversiyon denir.

2.7.1.Inversiyonun Baz Ozellikleri
12 5=,
c,re  Re-[]

IC,r2 R’ -{C}>R*-{C}

i e 2(Q)H

cPlc
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2 | 2(cRcq)_.
" 5 (PXCQ)=——7 CQ-——7—CP |,
C.r P P
burada |’ ) inversiyon doniisiimiiniin Jakobianidir.
C,r
e Sekil.2.7.1 den I’ ) dontistimiine ; C merkezli r yarigaplh S(C,r)
C,r

¢emberini degistirmediginden S(C, r) ¢cemberine gore inversiyon da
denir.
4

, = =\t e
. <IC,r2 PED1 (P)(CR)> i (CQ.CR)

oldugundan inversiyon ac¢ilari korur.
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2.8.Benzerlik Doniisiimleri

Diizlemin sekillerini koruyan doniisiimlerinin tiimiine Benzerlik
Doniisiimii denir. Diizlemin her benzerlik doniisiimii ; bir homoteti ile
izometrinin bileskesinden olustugundan ,burada asagidaki homoteti ve

izometri tanimin1 vermek uygun olacaktir.

2.8.1.Homoteti Doniisiimii
Fotokopi makinasinda biiyiiltme kii¢liltme yapan iglev bir homoteti

doniisiimiidiir.

P)
HM(,x

H :R*->R?

M2

H (P)=M+A(P-M)

seklinde taniml1 doniisime M merkezli A oranh Homoteti denir.

2.8.1.1.Homotetinin Baz1 Ozellikleri
e Homoteti bir merkezcil izdiistim ¢esididir.

[ ] H OH :H
Msl Moy M > Au
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e Orijin merkezli a oranli homoteti doniisiimiiniin homogen

koordinatlardaki matrisi

a 0 0
H,={0 a 0
00 1

e Orijin merkezli a oranli homoteti doniisiimii kutupsal koordinatlarda
Hy: Rng - R2p9

Ha(pag) = (apaa)

seklinde tanimlanir.

L] IM’aOIM’ﬂ:HM’g
B
dir.
2.8.2.izometri
F:R? >R?
(F(P).F(Q)=(P.Q)
ozelligini saglayan doniislime bir izometri denir.
[zometriler ileride gorecegimiz metrik doniisiimlerin dzel hali olarak

da g0z Oniine alinabilir.
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3.Koordinat Sistemlerinin Degisimi

Sekil.3.1

Koordinat eksenlerini hareket ettirme ile koordinat eksenlerini sabit
tutup ,nesneyi hareket ettirmek denklem iizerinde ayni etkiyi yaptigindan
koordinat sistemlerinin degisim formiilleri bazi karisikliklara yol acar.
Ornegin ; okudugumuz bir paragrafin altindaki paragrafi okumak icin ya
gOziimiizii agsagiya dogru hareket ettiririz yada sayfayr yukari dogru
kaydiririz. Birincisinde koordinat sistemini hareket ettirmis, ikincisinde ise
nesneyi hareket ettirmis oluruz.

Karigikliklar: 6nlemek i¢in Diizlemin Ddéniisiimlerini ve

Koordinat Sistemlerinin Degisimini birbirinden ayiracagiz.
Bir noktanin bir koordinat sistemine gore koordinatlari ile ayni noktanin bir
baska koordinat sistemine gore koordinatlar1 arasindaki bagintilara
"Koordinat sistemlerinin degisimi " yada " Bir koordinat sisteminden

digerine gecis formiilleri "' denir.
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XOY koordinat sisteminden X OY' Kkoordinat sistemine gecis formiilleri

{x =F,(x,y)
y=F,(x,y"
(X, y)=F(x,y"

seklinde olur. Bunun amaci XOY koordinat sisteminde verilen bir nesnenin
denkleminde X yerine F,(X',y’) ve y yerine F (X',y’) yazlarak ayni
nesnenin X OY' koordinat sistemindeki denklemini elde etmektir.
Ornegin; X OY' koordinat sistemi X —eksenini d birim uzunlukta

kaydirarak XOY koordinat sisteminden elde edilmis ise

F(XLY) =X R (X, y) =y +d
olur. Buna gore ;
XOY koordinat sisteminde denklemi

x> +y>=1

olan ¢cemberin X OY' koordinat sistemindeki denklemi

X7 +(y'+d)* =1
seklindedir. Bu nedenle ; XOY koordinat sisteminde kapali denklem ile
verilen bir nesnenin X OY' koordinat sistemindeki kapali denklemi bu yolla
hemen bulunur.
XQOY koordinat sisteminde P = (a,b) seklinde verilen

noktanin X OY' koordinat sistemindeki koordinatlari
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F,.(x,y)=a,F (X,y)=b
denklemlerinden x’'ve y' ¢oziilerek bulunur. Bu 6rnekten de anlasilacagi
gibi ;
x=F.(x,y),y=F,(X.,y)
denklemlerinden x've y' bulunabiliyorsa yani;
(X, y) =G(F(X,y)),(x, ¥) = F(G(x,Y))
olacak sekilde bir G fonksiyonu bulunabiliyorsa,
X'=G,(X,Y)
{V=GA&W

(x,y)=G(x,y)

formiillerine de X OY' koordinat sisteminden XOY koordinat sistemine

gecis formiilleri denir.

3.1.Doniisiimleri Kullanarak Koordinat Sistemini Degistirmek
Aynt tipten iki koordinat sistemi arasindaki degisim,doniisiimlerin
denklemlerinden kolayca elde edilebilir. Bunu agiklamak i¢in asagidaki

ornegi inceleyelim.
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.,

Sekil.3.1 .1 Donme ile Koordinatlarin Degisimi

XOY' koordinat sisteminde X'—ekseninin pozitif kismmin XOY
koordinat sistemindeki X — ekseninin pozitif kismini orijin etrafinda pozitif
yonde € agis1 kadar dondiirerek elde edildigini kabul edelim
( Sekil.3.1.1).Eger bir noktanin XOY koordinat sistemindeki koordinatlari
(x,y) ise XOY' koordinat sisteminde ki (x’,y") koordinatlar1 (X, y)
koordinatlarinin ters donme altindaki goriintiisii ile aynidir. Yani XOY
koordinat sisteminden X OY' koordinat sistemine gegis formiilleri yukarida

gordiiglimiiz ters donme dontisiimiinden asagidaki sekilde elde edilir.

R§1 (X,y) = (xoosH + ysinf,—Xsin 6 + ycos@)
esitliginin sag tarafinin (x’,y') oldugunu kabul edip buradan X,y ¢ekilerek
gecis formiillerinin

X=X'cosd —y'sind
y=X'sin@+ y'cosé

seklinde oldugunu goriiriiz. XOY ve X OY' koordinat sistemlerinin rollerini

degistirerek yani;
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XOY koordinat sistemindeki X —ekseninin pozitif kisminin X OY’
koordinat sisteminin X ' — ekseninin pozitif kisminin orijin etrafinda pozitif
yonde — @ agis1 kadar dondiirerek elde edildigini kabul edip buna denk
gecis formiillerinin de

X" =Xcos@ —ysind
y' = Xxsin@ + ycosé

oldugunu goriiriiz. Bu son esitliklere X OY' koordinat sisteminden XOY

koordinat sistemine gecis formiilleri denir.

Yukaridakine benzer sekilde XOY ve X OY' koordinat sistemlerinin
bir 6teleme ile birbirinden ayrildigin1 kabul edelim. O zaman bir noktanin
(X, ¥) ,(X',y") koordinatlar1 arasindaki bagintilar;

X=X"+X, X'= X=X,
y=Y'+Y, y' =YY,

seklinde olur.

3.2.Diizlemde Egik Koordinatlarda Koordinat Sistemlerinin
Degisimi

dik koordinat sistemlerini alalim. Bir P noktasinin birinci koordinat
sistemine gore koordinatlar1 (X, Y),ikinci koordinat sistemine gore
koordinatlarinin da (x’,y") oldugunu kabul edelim. O’, E/, E; noktalarinin

birinci sisteme gore koordinatlari sirastyla; (X,,Y,) ,(,,b,),(a,,b,) olsun.
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OP=00"+0P,

OP=x0E, +yOE,

olacagindan,

OP =00’ + X'O'E! + y'O'E]

OP =00’ + X'(OE/ —00") + y'(OE} —00)

ve koordinatlar cinsinden

(X, ¥) = (X, Yo) + X'((ar,by) = (X, Yo) + ¥'((@2,02) — (X0, Y0))
X=X + (@ —Xp)X'+ (a2 = Xg)y’

y=Yo+ 0 —yo)X'+(by—yp)y’

veya matris gosterimi ile;

A:|:8.1‘Xo az_Xo}x:|:X}X':|:X,’:|,XO:|:X0:|
bl_yO bz_yo y y Yo

olmak iizere ; {O,é1 =0E,,€, = OEZ} koordinat sisteminden

{O’, € =0'E|,€, = O'E;} koordinat sistemine gecis formiilleri
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olur.

Burada ; A matrisinin ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

{O,é1 =0OE,,€, =OE, }, {O', € =0'E|,€, =0'E; } koordinat sistemlerinin dik
koordinat sistemleri olmasidir.

4.Duzlemde Kutupsal Koordinatlar

P=1(p,0)=(—p,0+n)=..
=((=D"p .0 +nm)

. =((=1)"*'p 0 +n 1) ¥

Sekil 4.1
Diizlemde sabit O noktasi ve bir (OX 1s1n1 alalim. Diizlemin

degisken bir noktas1 P olmak tizere (OP 1sminin sabit (OX baslangig 1511
ile yaptig1 pozitif yonlii agt (P) olsun. p(P) = H(ﬁ” olmak iizere eger, 8(P)
acisinin bir kenar1 (OP 1511 ise p(P) pozitif,degilse negatif olarak alalim.

Boylece diizlemin P noktasina bir (p(P),@(P)) reel say1 ikilisi karsilik

tutmus oluruz. Bu sekilde P noktasina karsilik tutulan reel sayi ikilileri tek

degildir. Diizlemin her bir P noktasina n € Z i¢in
(1" p(P).0(P)+nz)
gibi sonsuz tane reel say1 ikilisi karsilik gelir. p(P) > 0 ve daima
6(P) €[0,27) alimirsa O noktast harig ,diizlemin diger herhangi noktasina

bir tek (p(P),0(P)) reel say: ikilisi karsilik gelir. O noktasia ise (0,0(0))
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gibi sonsuz sayida reel say1 ikilisi karsilik gelir. p(P) >0 ve 8(P) e [0,27r)
olmak iizere ; {O, p,H} icllistine diizlemin bir kutupsal koordinat sistemi
,O noktasina kutup noktasi, (p(P),H(P)) reel say1 ikilisine de

P noktasinin {O, p,0} koordinat sistemine gore kutupsal

koordinatlar: denir.

4.1 Kutupsal Koordinatlarda iki Nokta Arasindaki Uzakhk

Byel

Sekil 4.1.1
Kutupsal koordinatlart P = (p,,6,).Q =(p,,6,) olan iki nokta

A
arasindaki uzaklik, OPQ ii¢cgenine cosiniis teoremi uygulanarak;

d(P,Q) = 03 + o —2p0p1 cos(By —6))

bulunur.

4.2.Kutupsal Koordinatlardan Kartezyen Koordinatlara

Gecis Formiilleri
Bir kutupsal koordinat sisteminde kutup noktasinda kutup eksenine

dik bir Y —ekseni alarak kartezyen koordinat sistemi olusturulursa ,kutupsal
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koordinatlar1 (p,8) olan bir P noktasinin bu sekilde segilen kartezyen
koordinat sistemine gore koordinatlari

(pcos@, psind)
veya

X = pcosd
y = psiné

bulunur.

4.3.Kartezyen Koordinatlardan Kutupsal Koordinatlara

Gecis Formiilleri
Kartezyen koordinat sisteminin orijinini kutup noktasi, X —eksenini

de kutup ekseni olarak alip kutupsal koordinat sistemini olusturalim.

Kartezyen koordinatlar1 (X, y) olan P noktasinin kutupsal koordinatlari

(wlxz + y2 ,arctan(ljj
X
olur. Kartezyen koordinatlardan kutupsal koordinatlara gecis formiilleri de
p=x+y’

0= arctan(lj
X

olur.

4.4.Kutupsal Koordinatlarla Egriler

4.4.1.Kutupsal Koordinatlarla Verilen Bir Egrinin dogrultusu
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p=f(0)

Sekil.4.4.1

p = f(0) denklemiyle verilen bir egriyi g6z oniine alalim.

Egrinin degisken bir P noktasindaki teget dogrusunu ¢izelim ve bu teget
tizerindeki pozitif yonii € nin arttifi yon olarak alalim. Bu bir n ve bir de

a agisi tanimlar. tan(n) egrinin P noktasindaki dogrultusunu tanimlar.

tan(n) degeri biraz kartezyen koordinatlardaki egime benzerdir. Sekil.4.4.1

den
d+n=a
n=a-6
tan(n) = tan(a) — tan(d)

1+ tan(a).tan(@)

P noktasinin kartezyen koordinatlar1 (X, y) ise

dy

tan(a) = —

an(a) i

tan(@) = (4.4.1.1).
X
dy vy

dx _ x _ xdy— ydx
1+Ql xdx + ydy
dx x

tan(n) =
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X= pcosd,y = psind
esitliklerinden
dx = cos@.dp — psin6.dég
dy =sinf8.dp + pcosf.do

bulunur. Bunlar1 (4.4.1.1) esitliginde yerine yazarak;

2
p-do o,
tan(n) = =
dp dp
pep A@

tan(n) = ﬁ,

bulunur.

Boylece egrinin her bir P noktasindaki dogrultusu
tan(n) =2 (4.4.1.2)
yo,

olur

4.4.2. Esacih (izogonal) Egriler
Egrinin her bir noktasinda n dogrultusu sabit olacak sekildeki

egrilere izogonal (esacili) egriler denir.

Buna gore ; (4.4.1.2) esitliginden
cot(n) = £- = (In(p))' = k
yo,

oldugunu kabul edelim.

1. k=0 ise In(p)=sabit ve buradan p = sabit olacagindan;
(In(p))"=0

denklemli egriler , merkezleri kutup noktasinda olan ¢emberler olur.
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2. k#0 ise

(In p)" =Kk

dinp .
dée

In p = k@ + sabit
Eger sabit = In(m) alirsak
In p = k& +In(m)
p= mek9
bulunur. Bu egriler de ileride 10.6 boliimde inceleyecegimiz, logaritmik

(Bernoulli) spiralleridir.

Sekil.4.4.2.1.Logaritmik Spiral

4.4.3.Kutup Eksenine Paralel Teget Dogrulari
Sekil.4.4.1 den teget dogrusunun kutupsal eksene paralel olmasi

O+n=kr

olmasini ve
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tan(€) = —tan(n)

tan(0) = —ﬁ’
o,

olmasini gerektirir. Boylece bu trigonometrik denklemin her &
¢Oziimii ,teget dogrusu kutup eksenine paralel olan (p, 9) noktasini

Verir.

4.4.4.Kutup -Eksenine Dik Teget Dogrular:
Sekil.4.4.1 den

n teget dogrusunun kutupsal eksene dik olmast,
O+n="1kr
2

olmasimi ve
tan(@) = cot(n)
tan(@) = 2
P
olmasin1 gerektirir. Bdylece bu trigonometrik denkleminin her &

¢Oziimii , teget dogrusu kutup eksenine dik olan (p,&) noktasini verir.

4.5 Kutupsal Denklemli Egri Ornekleri
Asagida adresini verecegimiz bir internet sitesinde kutupsal

denklemli meshur egrilerin grafiklerini ,6zelliklerini,tarihini bulabilirsiniz.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Curves/Curves.html

4.5.1.Kutupsal Koordinatlarda Dogru Denklemi
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(a) Kutup noktasindan gecen dogrunun denklemi

Sekil.4.5.1.1
Sekil.4.5.1.1 den de goriilecegi gibi ;kutup noktasindan gegen
d dogrusu tizerindeki noktalar i¢in kutupsal a¢1 sabit oldugundan,,bu
dogrunun denklemi @ = sabit seklinde olur.
Ornek :
e (@ =0 kutupsal eksendir

o (0= % kutup noktasindan gegen ve kutupsal eksene dik olan dogrunun

kutupsal denklemidir.

(b) Kutup noktasindan ge¢cmeyen dogrunun denklemi
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Sekil.4.5.1.2

Verilen bir d dogrusuna dik olan ve kutup noktasindan gegen

dogrunun d dogrusu ile arakesit noktast N = (p,,6,) olsun. d dogrusu
iizerinde bulunan degisken bir P = (p,#) noktasi i¢in
(PN,ON) =0
veya
Po = PP, €0s(0 —6,) =0
olur. p,, 0, degerleri sifirdan farkli oldugundan;

_ Po
r cos(6—-6,)

dogrunun kutupsal denklemi olur.

4.5.2.Kutupsal koordinatlarda Cember Denklemi
(a) Merkezi kutup noktasinda ve yaricapi R olan ¢emberin kutupsal denklemi
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Sekil.4.5.2.1
Bu halde ; ¢ember tlizerindeki noktalarin kutupsal uzunlugu sabit

olacagindan ¢gemberin denklemi de p = sabit seklinde olacagi Sekil.4.5.2.1
den goriilebilir.

(b) Merkezi kutup noktasinda olmayan cemberin denklemi

Sekil.4.5.2.2
Sekil.4.5.2.2 den ; merkezi C = (p,,6,) ve yarigapt R olan ¢emberin

denklemi, P = (p,8) cember iizerindeki degisken nokta olmak iizere;

2

o -
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esitliginden,
(6F.5P) -2(0F.06) + (56,06) = R
olur. Buradan,;
P> =2pp,cos(@-6,)+ p; =R’
bulunur.
(c) Kutup Noktasindan Gecen Cemberin Kutupsal Denklemi
Merkezi (R,0) ve yarigapt R olan ¢emberin kutupsal denklemi
yukaridaki formiilden p, = R,6, =0 alarak
p =2Rcosf
bulunur.
4.6.Kutupsal Koordinatlarda I¢ Carpim
Diizlemin (p,,6,),(p,,0,) koordinatli noktalarinin yer vektorleri
U,V olmak tizere;bu iki vektoriin i¢ ¢arpimi
<U,\7> = p,p,cos(6, —6,)
seklinde tanimlanir.
4.7.Kutupsal Koordinatlarda Dogrudashk
Kutupsal koordinatlarda ii¢ nokta (p(,8),(01,6,),(p2,6>) olsun
Bu noktalar1 dogrudas ise
PP, sin(l, —6,)+ p,p, sin(@, —0,) + p, p,sin(6, —0,) =0
olur.

4.8.Kutupsal Koordinatlarda Bir Poligonun Alani
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Eger tepe noktalarinin kutupsal koordinatlar1 A; = (Pi ,0 ),i =1,..k

ise poligonun alam1 py | = p1,60¢ ] =6, olmak iizere;
1|k .
V(AL Ay A )= 5 _leipm sin(6; 11 - 6;
=

seklinde bulunur.

4.9.Kutupsal Koordinatlarda Kutup Noktasim
Degistirme Ve Oteleme

At
S Q
p
—
R

Sekil.4.9.1

{0, p,6} kutupsal koordinat sistemini alahm. Eger

bu kutupsal koordinat sisteminin kutup ekseninin dogrultusunu ve yoniinii
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sabit tutup, O kutup noktasin1 O' = (po ,6?0) noktasina tasimak istersek; yeni
{0, p',6'} kutupsal koordinat sistemini elde ederiz. Bu yeni koordinat

sistemine gore bir P noktasinin kutupsal koordinatlar (p',@’) ise

p'=p*+pi—2pp,.cos(d-6,)

0’ — aretan p-sin(@) — p,.sin(6,)
p.cos(@) — p,.cos(6,)

bulunur. Bu bagintilara {0’ p',8'} koordinat sisteminden {0, p, 8}

koordinat sistemine gecis bagintilari denir.

Gergekten Sekil.4.9.1 deki

00T den

07 = st G0 o,
OPR den

Hﬁ” = p.cosb, ﬁé” = p.sind

ve bu esitliklerden de

HTTéH =|OR —Hﬁ” = p.cosd — p,.cosb,

H@H = PR ‘ - HQRH = p.sin@ — p,.sin b,
olur.

A
PO'Q dende
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PQ _ p.sin@ - p,.sin

tan@' = ——
HO Q| p-cosd—p,.cosb,

bulunur. Kosiniis teoreminden

p'=\p*+pi—2pp,.cos(0-6,)
olacagi da aciktir. Benzer sekilde ; {O, p,H} koordinat sisteminden

{0, p',6'} koordinat sistemine gegis bagimtilari da

p=yp*+pi+2pp,.cos0 ~6,)

0 = arctan| -2 Sin(0") + py.sin(d, )
p'.cos(@")+ p,.cos(6,)

olarak bulunur.

4.10.Kutupsal Koordinatlarda Yansima

4.10.1.Kutupsal Koordinatlarda Bir Dogruya Gore Yansima
Bir d dogrusuna gore yansimanin kutupsal koordinatlardaki

ifadesini bulalim. d dogrusunun denklemi

1 _cos(0-6,) _ cost, .c0sf + 0 L .sin @
P Lo Lo Po

seklinde ise kutup noktasin1 N =(p,,6,) noktasina Gtelersek

yani;

p=yp"+pi+2pp,.cos(0' ~0,)

p'.sin(8") + p,.sin(6,)
p'.cos(8")+ p,.cos(6,)

0= arctan[
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alirsak {0', p',6'} kutupsal koordinat sisteminde dogrunun denklemi
0" =6, olur. O halde kutup noktasindan gegmeyen bir dogruyu kutup

noktasindan gegecek sekilde yeni kutupsal koordinatlar secebiliriz. Bu
nedenle ;sadece kutup noktasindan gecen dogruya goére yansimanin kutupsal

koordinatlardaki ifadesini bulmak yeterlidir.

4.10.2.Kutup Noktasindan Ge¢en Dogruya Gore Yansima

P'=(p,20,-6)

Sekil.4.10.2.1
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Kutup noktasindan gecen dogru @ =6, olsun. O zaman
Sekil.4.10.2.1 den,
Sg, (0) =20, -0

dir.

4.11.Kutupsal Koordinatlarda Kutup Noktasi Etrafinda
Donme

Sekil.4.11.1
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Donme doniisiimleri altinda uzunluklar degismediginden , acis1 kadar

kutup noktasi etrafinda donme dontistimti;

Ra(Pae) :(p90+a)

seklinde tanimli olur.
5.Diizlemde Homogen Koordinatlara Giris

5.1.Homogen Koordinatlarin Kullanim Modelleri
Dogrular1 ,noktalari, arakesitleri ve egrilerin denklemleri ile ilgili

biitiin formiilleri elde etmek i¢in soyut goriisleri ele almaliy1z.

Cesitli mantiklar agisindan homogen koordinatlar faydali
olup,bunlarin en 6nemlilerinden birisi ,bu koordinatlarin diizlemin biitiin
simetrilerinin , bir tek semsiye altinda birlestirilmesine miisaade etmesidir.

Homogen koordinatlar dik koordinatlarin kullanildig: Oklid
geometrisinin disinda baska geometrilerin kurulmasinda da kullanilir. Oklid
geometrisinin kurulmasinda dik izdiisiimiin kullanildigini biliyoruz.
Leonardo De Vinci nin "Bir nesnenin nasil goriindiigli degil , gézlemcinin
onu nasil gordiigiinii goz ontline almak gerekir" diislincesinden ortaya ¢ikmig
olan ve merkezcil izdiistim kullanilarak kurulan projektif geometri de bu
koordinat sistemi kullanildigindan ,homogen koordinatlara bazen projektif
koordinatlar da denir. Ornegin ; bir gdzlemci, diiz bir alanda paralel olarak
gerilmis uzun demir yolunun raylarmin ufukta bir yerde birlesecegini goriir.
Bu nedenle de her hareket ve diigiincesini buna gore ayarlar. De Vinci bu
diisiinceyi ii¢ boyutlu bir manzaray1 iki boyutlu goriintii olarak nasil

planlariz diisiincesine uyarladi. G6z retinamizin egrildigini ,lensimizin 15181
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engelledigini , beyin islemcimizin ne gordiiglimiize biiyiik etki ettigini
hesaba katmazsak ,bu model yalnizca bir yaklasimdan ibaret olsa da, hem
resim hem matematiksel olarak ilgingtir. Projektif geometrinin kurulmasinda
kullanilan ve daha 6nce verdigimiz merkezcil izdlisiimiin ii¢ degisik hali
vardir :

Bunlardan birincisi ; film projektorii ile yapilan izdiistim modelidir.
Bu modeli jtanim diizlemindeki her bir kaynak noktayi1 ,tanim diizleminden
gorilintii diizlemindeki noktaya itmek seklinde algilayabiliriz.

Ikinci model ise, bir ressamin gordiigii manzaray1 oniindeki beze
¢ekme modeli olup,birincisinde kaynak gozlemci ile goriintli arasinda
olmasina ragmen bu modelde, goriintii kaynak ile gézlemci arasindadir.
Ugiincii modelde de gdzlemci kaynak ile goriintii arasindadir.

Bu izdiisiimlerin geometrik etkilerinden bazilarimi tanimlamak
icin;gozlemcinin koordinat sisteminin orijinine konuldugunu ve iistiiniin de
cam yari-kiire ile kapatildigini diistinelim. G6zlemcinin cam kiireden baktig1
dogrultudaki her nesne - gdzlemciyle cam kiire arasindaki noktalar da dahil
olmak iizere-gdzlemciye cam kiire lizerinde tek bir nokta olarak goziikiir.
Gozlemcinin goriis dogrultusu V # 0 ise, projektif diizlemdeki V noktasim
V # 0 vektoriine paralel olan ve orijinden gegen

{92 #0,1 R}

dogrusu olarak tanimlariz. Eger gézlemci agagiya bakarsa , baktigi dogrultu
gozlemcinin arkasindaki diger bir projektif noktay1 verecektir. Yani

gozlemci kubbenin altindan itibaren goriis dogrusunu segerse ;ekvatora
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gelinceye kadar projektif nokta, bu goriis dogrultusuyla ters yonde ,ekvatoru
gecince ayni yonde olur.

Projektif diizlem i¢in baska model de ,merkezi orijinde olan kiire
modelidir. Orijinden gecen dogrular kiireyi iki farkli noktada keser ki bu
noktalara kiirenin zit(antipotal) noktalari denir. O halde ; orijinden gegen bir
dogru ile projektif diizlemdeki bir noktay1 belirlersek ,bu iki nokta ile de
belirleyebiliriz. Projektif noktanin iki zit(antipotal) nokta ile belirtilmesinin
sonucu olarak; iki zit(antipotal) nokta cifti aldigimizda ,bu noktalardan
gecen bir tek biiyiik gember vardir. Bu biiyiik gember zit(antipotal) nokta
ciftinin belirttigi diizlem ile kiirenin arakesit egrisi olarak goz oniine
alinabileceginden ,bu zit(antipotal) noktalardan gecen diizlem verildiginde
cember bellidir. Bu nedenle;bu iki projektif noktadan gecen projektif dogru
olarak bu diizlemi ve projektif dogrunun denklemi olarak ta bu diizlemin
denklemini alabiliriz. Bu diizlemler orijinden gegtiklerinden denklemleri
sadece normal vektorlerine baglidir. Yani bu diizlemleri normal vektorleriyle

temsil edebiliriz.

Ornegin ;

X+y—-z=0

diizlemini

d = {A(LL-D))2 % 0,2 e R}=[L1-1]

seklinde projektif dogru olarak alabiliriz. Boylece genel olarak bir projektif
dogru

N =(a,b,c)e R* - {(0,0,0)}
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olmak tizere ,
d= {ZN = i(a,b,c)‘& #0,1 e R}: [a,b,c]

seklinde belirtilir.
Bir projektif V noktasinin verilen bir d projektif dogrusu tizerinde

olmasi i¢in gerek ve yeter sart <\7,ﬁ> — 0 olmasidur.

Yukaridaki 6nermeden de goriilecegi gibi projektif analitik
geometrinin Oklidyen analitik geometriden bir tek farki ,herhangi bir
noktanin denkleminin var olmasidir. Oklidyen geometride diizlemdeki
herhangi iki dogru ya paralel ya da kesisir. Kiire tizerindeki iki biiytik
cember bir tek zit(antipotal) nokta ¢iftinde kesiseceginden projektif iki
dogru mutlaka bir projektif noktada kesisir. Bu nedenle projektif geometri ,
Oklidyen geometriden daha basit ve diizgiin geometridir.

Oklidyen ve projektif geometrilerden birbirine gegis icin R* de
projektif diizlemin kiire modelini birim kiire olarak,Oklidyen diizlemi de
z =1 diizlemi olarak alalim. Bu se¢im bize projektif noktalar1 Oklidyen
noktalara indirgeme kolaylig1 saglar. Ciinkii;diizlem tizerindeki biitlin
noktalar kiire iizerindeki zit(antipotal) noktalarin orijin merkezli merkezcil
izdiistimiidiir. Kiirenin ekvatoru lizerindeki zit(antipotal) noktalar , diizlem
iizerindeki bir noktaya iz diisiiriilemezler. Bu noktalar sonsuza iz
diisiiriiliirler. Bu nedenle;projektif diizlemin Oklidyen diizleme bazi noktalar
ilave ederek olusturulacagimi diisiiniip, Oklidyen diizlemin projektif
diizleme gomiildiiglinii soyleyebiliriz. Kiirenin ekvatoru tizerindeki

zit(antipotal) nokta ciftlerine , projektif diizlemin ideal noktalar1 ya da
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sonsuzdaki noktalar1 denir. Ekvatorun belirledigi biiyiik gembere de
projektif diizlemin ideal veya sonsuzdaki dogrusu denir.

Kiirenin ekvatoru lizerindeki zit(antipotal) nokta ¢iftinde kesisen
biiylik gemberlerin diizlem iizerindeki izdiisiimleri paralel olmayan

Oklidyen dogrulardir.
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5.2.Bir Noktanin Homogen Koordinatlari

R? de ~ bagintisi
(X1 X2, X3 ) = (Y1, Y2, ¥3) € (V15 Y20 Y3 ) = 200 X0, X3 1 A 2 0
seklinde tanimlayalim. Bu bagitinin bir denklik bagintisi oldugu aciktir. =

bagintisini her bir denklik sinifi da
[(X1=X2=X3 )] = {(yl’ Y2, Y3 )|(Y1a Y2, Y3): l.(xl,xz,x3),l # 0}

seklinde olacaktir. X; # 0 olacak sekildeki [(x,,X,,X; )] denklik sinifina

;diizlemin (ﬁ,x—zl koordinatli noktasi karsilik gelir. Bu 6zellikteki
X3 X3

noktalara diizlemin sonlu noktalari denir.
Tersine diizlemin her (X,Yy) koordinath noktasina bir [(X, y,l)] denklik

smifi karsilik gelir.
~ bagntisin X, =0 olacak sekilde yani,[(x,, X,,0)] seklinde de denklik

siiflar1 vardir. Simdi bu 6zellikteki denklik siniflarini irdeleyelim.

5.2.1.Diizlemin Sonsuzdaki Noktalar:
Diizlemin P, =(X,,Y,) noktasindan gegen ve dogrultman vektorii

V =(a,b) olan dogrusu d olsun. O zaman
" P, noktasindan farkli bir P noktasinin d dogrusu iizerinde
olmasi igin gerek ve yeter sart X = X, +r.a,y =Y, + .b olacak sekilde bir r

reel sayisinin varolmasidir." ifadesini sOyleyebiliriz.

r # 0 olmak tizere bu 6zellikteki P noktasinin homogen koordinatlari

[(x, +r.a,y, +rb)]
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veya

KX—O + a,ﬁ + blﬂ
r r r

denklik simifinin karsilik gelecegini biliyoruz. Eger r reel sayisi sonsuz
biiyiirse P noktast, d dogrusu boyunca tanimsiz hale déniisiir ve [(a,h,0)]
denklik sinifina yaklagir. Fakat [(a, b,O)] denklik smifi , diizlemin sonlu

noktasinin homogen koordinatlar1 degildir. O halde bu bagmtinin denklik
siniflari ile diizlemin sonlu noktalar1 bire-bir eslenemez. Bu eslemeyi
yapabilmek i¢in diizleme adina sonsuz nokta diyecegimiz ilave bir nokta
eklememiz gerekir. [(a,b,0)] denklik simifina karsilik gelen bu noktaya
diizlemin d dogrusu iizerindeki sonsuzdaki (ideal) noktasi denir.

[(a, b,O)] denklik simifi ,P) =(X,,Y,) noktasindan bagimsiz oldugundan bu
denklik sinifina karsilik gelen noktaya diizlemin V =(a,b) dogrultulu

sonsuzdaki(ideal) noktasi da denir. Buradan;biitiin paralel dogrularin ayni
ideal noktaya sahip oldugunu goriiriiz. Tersine ayni ideal noktaya sahip olan
dogrular paraleldirler. Diger bir deyisle biitiin paralel dogrular ayni bir ideal

noktada kesisirler.

Ornekler

e Dogrultman vektorii (a,b) olan dogrunun sonsuzdaki noktasinin
homogen koordinatlar1 [(a,b,0)]dur.

e Buna gére X —ekseni iizerindeki sonsuzdaki noktanin homogen

koordinatlar1 [(1,0,0)]dur.
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e Y —ekseni lizerindeki sonsuzdaki noktanin homogen koordinatlari
[(0,1,0)] dur.
e Egimi m olan herhangi bir dogru iizerindeki sonsuzdaki noktanin
homogen koordinatlar [(1, m,O)] olur.
e P=(x,Y,),Q=(X,,Y,) noktalarindan ge¢cen dogrunun sonsuzdaki
noktasimin homogen koordinatlart [(x, - x,,y, — y,,0)] olur.
ax+by+c =0 denklemli dogrunun sonsuzdaki noktasinin homogen

koordinatlart [(b,—a,0)] bulunur.

6.Afin ve Projektif Diizlem
6.1.Projektif Noktalar

Biitiin sonlu noktalarin kiimesine afin diizlem , sonlu ve sonsuzdaki
biitiin noktalarin olusturdugu kiimeye tamamlanmis afin diizlem denir. Bir
noktanin sonlu yada sonsuz olmastyla ilgilenmiyorsak ; bu noktalarin
olusturdugu kiimeye projektif diizlem ve bu diizlemin herhangi noktasina
da projektif nokta denir. Yani projektif nokta sonlu yada sonsuz nokta
olabilir.
6.2.Bélme Oram -Bir Dogru Uzerinde Diger Bir Parametre

P,P, bir d dogrusu iizerinde iki nokta ve P de P, den farkli bir
nokta olsun.
P noktas1 d dogrusu lizerindedir < P—F’1 = kP—F’2 olacak sekilde bir k sayisi

vardir.
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Buradaki k sayisina P,,P, nokta ciftine gére P noktasinin bélme

orani denir ve k = (P, P,,P) seklinde gosterilir. Ayrica

PP
k= =(P1,P2,P)
PP,

oldugunu da belirtelim.

Dogru tizerindeki P, noktasinin bdlme oraninin sonsuz oldugunu

kabul edecegiz.
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6.2.1.Bolme Orani ve Kartezyen Koordinatlar

P,,P, bir d dogrusu iizerinde iki nokta ve P de P, den farkli bir
nokta olsun.
P,(P,P,,P)=k &zellikli d dogrusu iizerindedir <> PP, =kPP,
< OP, —OP =k(OP, —OP)
. OP, —kOP,

OoP
1-k
P = Xl_kXZ yl_kyZ
1-k 7~ 1-k

Buradan dogrunun P degisken noktasinin homogen koordinatlari

Xl_kXZ yl_ky21
-k 7~ 1-k ’

veya
[(Xl - sz Y~ kyz ’1 - k)]

olur.

PN

k degistiginde P noktasida d dogrusunu olusturur.
6.2.2.Bir Dogrunun Sonsuzdaki Noktasinin B6lme Oram

6.2.1 kesimden dogrunun P degisken noktasinin homogen
koordinatlar1, (P,,P,,P)=k olmak iizere ; [(x, —kx,,y, —ky,,1 — k)]

oldugunu biliyoruz. k =1 igin[(x, = X,,y, = ¥,.0)] ve [(x, =X,,y, = ¥,.0)]
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d dogrusunun sonsuzdaki noktasi oldugundan , k =1 degerine d

dogrusunun sonsuzdaki noktasinin bélme orani denir.

6.3.Diizlemde Bir Dogrunun Homogen Denklemi

Diizlemde dik koordinatlardaki denklemi

ux+vy+w=0

olan bir d dogrusunu goz oniine alalim.

o P noktas1 d dogrusunun sonlu noktasidir <> homogen koordinatlarda
P=[(X.,Y,z)z=0

<> dik koordinatlarda

(53
Z Z

J P, d dogrusunun sonsuzdaki noktasidir < homogen koordinatlarda

P=[(X.,Y,z)lz=0

&V =(x,y), vektorii
ux + vy = 0 dogrusunun
dogrultman vektoridiir

=

uxX +vY +wZ =0
Z=0 '
Bu iki halden ,herhangi P noktas1 i¢in ;
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P , d dogrusu iizerindedir. < uX +VvY +wWZ =0.
O halde d dogrusunun homogen denkleminin uX +VvY + wZ =0 oldugunu
sOyleyebiliriz. Bu denklemin sifirdan farkli her reel sayi ile ¢arpimi da bu
dogrunun denklemidir.
6.3.1.Sonlu Dogru ve Sonsuzdaki Dogru

P =[(X,Y,Z)] noktas: sonsuzdaki noktadir < Z =0
< 0X+0Y+1.Z2=0

Herhangi sonsuzdaki P noktast Z =0 denklemli egriye aittir.
Bu denklemin uX +VvY +wZ =0 sekline sahip olmasi nedeniyle, Z =0
sonsuzdaki dogrunun denklemidir. Diger biitiin dogrular sonlu dogrulardir.
Eger dogrularin sonlu olup olmadigin1 ayirt etmezsek biitiin dogrulara
projektif dogrular diyebiliriz. Projektif dogru dedigimizde , dogrunun
sonlu veya sonsuz olmasi arasinda bir fark gozetmeyecegiz.
6.4.Dogrusal Koordinatlar

Diizlemde
d.uX +v¥ +wZ =0
d.uX+VvY+wzZ=0
gibi herhangi iki dogru i¢in
d~d < (u,v,w)=Au,v,w)
seklinde tanimli bagint1 denklik bagintisidir. Bu bagintinin her bir denklik
smifi da

[u,v,w]={d"d" ~ d}

seklinde tanimlidir.
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uxX +vY¥ +wzZ =0

denklemli her bir dogruya , bir tek [u,v, W] kiimesi karsilik gelir.
Bu kiimenin her bir elemanina d dogrusunun dogrusal koordinatlari

denir. Boylece herhangi

UuxX+v.y+w=0

dogrusunun homogen koordinatlar1 ,

[u,v,w]={(u’,v', w (U’ v, w) = Au,v,w), 4 = 0}

olur.

Ornek:

5Xx+3y-4=0

dogrusunun homogen koordinatlar

[5,3,4]

olur.

6.4.1.Dogrular ve Noktalar Arasinda Dualite
Bir dogrunun denkleminin uX +VvY +wZ =0 olmasi i¢in gerek ve

yeter sart P =[(X,Y,Z)] noktasmmn [u,v,w] dogrusu iizerinde olmasidir.
Bir noktanin denkleminin

ux +vY +wzZ =0

olmast iin gerek ve yeter sart [u,v,w] dogrusunun P = [(X ,Y,Z)] noktasini

kapsamasidir.

Bu benzerlige noktalar ve dogrular arasindaki dualite denir.
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6.5.Projektif Diizlemde Formiiller Ve Ozellikler

Bu kesimde ¢esitli 6zellikleri kullanarak ,dogrularin arakesit noktalar1
ve dogrularin homogen denklemleri i¢in 6zel formiiller elde edecegiz.
Projektif diizlemde calistigimizdan ,noktalar sonlu da sonsuz da olabilirler.
Bunlar arasinda bir ayrim yapmayacagiz. Bu nedenle de bu boliimde biitiin
noktalar1 projektif noktalar olarak alacagiz.

6.5.1.Projektif Diizlemde Ug¢ Projektif Noktanin Dogrudashg:

P =[(X,,Y,,Z,)LP, =[(X,.Y,,Z,)L P, =[(X,.Ys,Z,)]
projektif noktalar olsun.
P =[(X,,Y,,Z,)LP, =[(X,.Y,,Z,)l P, =[(X,.Y5,Z,)]
noktalar1 ayni dogru lizerindedir <
P =[(X,.Y,,Z,)lP, =[(X,.Y,,Z,)} P, =[(X;,Y,,Z, )] noktalart
uX +VvY +wZ =0 dogrusu ilizerinde olacak sekilde hepsi birden sifir

olmayan Uu,v,wW reel sayilart vardir.

ux; +vy; +wz; =0
& {UXy +VY) +WZy =0
Uxs +Vvysz +wzz =0

olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan u,v,w reel sayilar1 vardir
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ux, +vy, +wz, =0
< qUX, +VY, +Wz, =0
ux, +vy, +wz, =0

Homogen denklem sisteminin (0,0,0) dan farkli ¢6ziimii vardir

Xl yl Zl
Rt X, Y, Z,|=0

X3 y3 ZS
Bu ii¢ noktanin ayni dogru iizerinde bulunmasi (dogrudaslik)icin gerekli ve

yeterli sarttir.

6.5.2.Projektif Diizlemde Ug¢ Projektif Dogrunun Noktadashg

d, =[u,v,,whd, =[u,,v,,w, ] d, =[u,,v,,w,]
noktadas ii¢ projektif dogru olsun. Yani; bu dogrularin sonlu yada sonsuz
olmasi 6nemli olmasin.
d, =[u,v,,wld, =[u,,v,,w,]d, =[u;,v,,w,]dogrularr ortak
noktaya sahiptir <> Bu ti¢ dogru tizerinde bulunan bir P =[(X,Y,Z)]
noktasi vardir.

ux+v,y+w,z=0
= U, X+V,y+w,z=0
U X+V,y +w,z=0



81 Projektif Diizlemde Formiiller Ve Ozellikler-Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhga

olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan (X,Y,Z) reel sayi ti¢liisii vardir.

uXxX+vY+wZ=0
< ULX+VLY +w,Z2=0
u; X +v,Y +w,Z =0

homogen denklem sistemi (0,0,0) dan farkli bir ¢6ziime sahiptir.

Uy vi W
= U2 V2 W2 =0
us vz Wj

6.5.3.Projektif Diizlemde Iki Projektif Noktasi Verilen

Projektif Dogrunun Denklemi

P = [(X17Y17ZI)]7 P, :[(Xz’Yzazz)]

gibi sonlu yada sonsuz iki noktadan gegen dogrunun denklemi,

X Y Z
X, Y, Z,]=0
X 2 YZ Z 2

ile bellidir.

6.5.4.Projektif Diizlemde Bir Projektif Dogrunun Degisken Noktasi
P =[(X,.Y,.Z,)lP, =[(X,.Y,,Z,)] gibi sonlu yada sonsuz iki

noktadan gegen dogru d olsun.
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X Y Z
P =[(X,Y,Z)] noktas: d dogrusu iizerinde < [X, Y, Z,|=0
XZ YZ ZZ

olmasidir.
P, P, iki farkli nokta oldugundan bunlardan biri digeri cinsinden
yazilamazlar,

><1 Y1 Zl
X, Y, Z,/=0
X Y Z

oldugundan,

bu determinantin iigiincii satir1 diger iki satirin lineer birlesimidir.

O halde , (X,Y,Z)=k(X,,Y,,Z))+1(X,,Y,,Z,) olacak sekilde

ikisi aym anda sifir olmayan k| sayilari vardir. Bu nedenle P =[(X,Y,Z)]
degisken noktasinin koordinatlar

P =[(kx, +Ix,,ky, +1y,,kz, +1z,)]

bulunur. Buradaki k,l| sayilarina d dogrusunun homogen parametreleri
denir.

k=0 i¢cin P=P,.Eger P#P, ise k #0 olacagindan P = [(X,Y,Z)]

degisken noktasinin homogen koordinatlari {(X1 + % Xy, Y, + % Y,,Z, + % Z, )}

l =h alarak
k
P= [(Xl + tha y, + hy2921 + hzz)]
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seklinde buluruz. Buradaki h parametresine homogen olmayan parametre
denir.

Boylece iki noktasi verilen bir dogrunun  homogen parametrelere
ve homogen olmayan parametreye bagli denklemlerinin verilecegini gormiis
olduk.

6.5.5.Projektif Diizlemde Iki Farkl Dogru ile Tanimlanan
Degisken Dogru
d, = [ulﬂvl’w]’dZ = [uzavzawz]’d = [u,v,w]

projektif dogrular olsun.

d,,d,,d dogrulari noktadastir < |u, Vv, W,|=0 olmasidir.
u \' W

dy # d, oldugundan(u,,v,,w,) tgliisii (u,,v,,w,) cinsinden yazilamaz. Bu

nedenle;

satirin lineer birlesimi olmalidir. Buna gore;

(u,v,w) =k(u,,v,,w,)+1u,,v,,w,)

olacak sekilde ikisi ayni anda sifir olmayan k,| sayilari vardir.

Boylece d;,d, dogrularmin arakesit noktasindan gegen degisken dogrunun

homogen koordinatlari

[u,v,w]=[ku, +1u,, kv, +Iv,, kw, + 1w, ]
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olur. Buradaki k,| sayilarina degisken dogrunun homogen parametreleri
denir.

Degisken dogrunun homogen denklemi de

(ku; +1u, ) X + (kv, +1v,)Y + (kw, +1w,)Z =0

veya

kK(uX+vY+wZ)+Ilu,X +v,Y +w,Z)=0

olur. Eger d, dogrusunun homogen denklemini A=0ve d, dogrusunun
homogen denklemini de B =0 olarak alirsak , d dogrusunun homogen

denklemi de;
kKA+IB=0

olur.

KA +IB = 0 denkleminde eger k =0 ise d =d, .Eger d #d,
ise k=0 ve k ya bolerek, A+&B =0 veya h =& alarak, A+hB =0

denklemini elde ederiz. Bu denkleme d degisken dogrusunun homogen
olmayan denklemi denir.h ya da d nin homogen olmayan parametresi
denir.

Ornek: d’ dogrusunun homogen denklemi

X-Y+2Z=0

d” dogrusunun homogen denklemi de

d" 2X-Y+3Z2=0

ise
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d” den farkli d’,d"” dogrularmin arakesit noktasindan gecen degisken
d dogrusunun homogen parametrelere bagli denklemi

K(X =Y +2Z2)+12X =Y +3Z2)=0
ve homogen olmayan parametreye bagli denklemi de
(X-Y+2Z)+h(2X -Y +3Z2)=0

olur.

6.5.6.1ki Farkh Dogru ile Belirlenen Arakesit Noktasi

d..uX+vY+wZ=0
d,..u, X +v,Y +w,Z =0

projektif dogrular olsun. Bu dogrularin arakesit noktalarinin homogen

koordinatlari

uXxX+vY+wZ=0
u,X+v,Y +w,Z =0

homogen denklem sisteminin bir ¢oziimiidiir.

d, #d, oldugundan(u,,v,,w,) tg¢liisii (u,,v,,w,) cinsinden yazilamaz. Bu
nedenle;
uXxX+vY+wZ=0
{uzx +V,Y +w,Z =0
denklem sisteminin katsayilar matrisinin ranki iki oldugundan ¢6ztimii tek

parametreye baglidir. Buna gore ;
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le +V1Y = —le
.U2X +V2Y = —sz

almak genelligi bozmaz. Bu denklem sistemini Cramer kuralina gore

cOzersek ;
-wZ. Vv, u. —-wZ
-w,Z Vv u, -—-w,Z
X — 2 2 ,Y — 2 2
ul Vl u1 Vl
u2 V2 u2 V2
veya
-W. Vv u. —w
- u -—-w
X — 2 2 Z,Y — 2 2 Z
1 Vl u1 Vl
u2 V2 u2 V2
olur.

Z nin her segilisi i¢in bir ¢oziim elde edileceginden

u
Z= icin de bir ¢oziim elde ederiz. O zaman bu iki dogrunun arakesit

2 V2

noktasinin homogen koordinatlari
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Vi Wi U Wil v
9 b
VZ W2 u2 W2 u2 V2
olur.

Ornek: d',d” dogrularinin homogen denklemi sirasiyla ;

X=-Y+2Z=0,
2X =Y +3Z =0
ise

d’,d"” dogrularinin arakesit noktasinin koordinatlari.

(B

I 2
2 3

1 -1
2 -1

s s

‘H veya [(-LL1)] bulunur.
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7.Duzlemde Homogen Koordinatlar ve Homogen
Koordinat Sistemlerinin Degisimi

7.1.Bir Diizlemsel Egrinin Homogen Denklemi

Diizlemdeki bir noktanin kartezyen koordinatlarla verilmis egri
iizerinde bulunmasi i¢in gerek ve yeter sart bu noktanin kartezyen
koordinatlarinin egri denklemini saglamasidir.

Homogen koordinatlar i¢cin bdyle bir sart1 asagidaki sekilde
verecegiz.

F(x,y)=0

Verilen bir egrinin kartezyen koordinatlardaki denklemi olsun.

P sonlu noktave P nin homogen koordinatlar1 (X,Y,Z) ise
e . . XY
P egri lizerindedir< G(X,Y,Z)=F 77 =0.

Eger P sonsuzdaki nokta ise sonsuzdaki noktanin tanimindan ve

egrinin Homogen koordinatlardaki denklemi
A#0,AG(X,Y,Z)=0.

olmak tizere ;

P egri lizerindedir< G(X,Y,Z)=0.
Ornek: Kartezyen koordinatlardaki denklemi

F(xy)=y? -2px=0

olan egrinin homogen koordinatlardaki denklemi

G(X,Y,Z)=Y? -2PXZ =0
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[(1,0,0)] noktasi bu son denklemi sagladigindan bu egrinin sonsuzdaki

noktasidir.

7.2.Homogen Koordinat Sistemlerinin Degisimi
XYZ eski koordinat sistemi XYZ" de yeni koordinat sistemi olsun.

Bu homogen koordinat sistemleri Z =Z" olacak sekilde se¢ilebilir.
e P noktasinin eski ve yeni koordinat sistemlerine gore koordinatlar

sirastyla [(X LY, Z)], [(X 'Y, Z ’)] ve P noktasi sonlu nokta olsun. Bu

durumda ;

X:L,y:i ve X' = X',y':Y—’
Z VA Z' Z'

olur.

,OE,,OE, } koordinat sisteminden koordinat {O', O'E/,O'E, } sistemine

gecis formiillerini goz 6niine alalm ; O, E , E, noktalarinin

, O—EI,O_EZ} koordinat sistemine gore koordinatlar1 sirasiyla ;
(Xo» Yo b (8, = X4,,0, = Yo, (8, = %4,0, = ¥,)
ise
X=X, +(a, = X)X + (@, = x,)Y’
Y= Yo + (B =YX + (b, —y,)y’
olacagini afin koordinat sistemlerinin degisiminden biliyoruz.

Buradan ;
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X X'

? :|:(a1 _Xo) (3.2 _Xo)} ? +|:X0}
i (bl - yo) (bz - yo) Y_, yo
Z Z'

veya

_1_ _X'
i B EZI:XO; EZz:Xo; Xo_ %_,I
7 - '~ Yo b = Yo Yo 7!
1 0 0 11

ya da

X (al - Xo) (az _Xo) Xy X'
Y |= (bl - yo) (bz - yo) Yo A
Z 0 0 12z

bulunur.

(al - Xo) (3.2 - Xo) Xo
M = (bl ~Yo) (bz -Yo) Yo (7.2.1)
0 0 1
matrisine XYZ Kkoordinat sisteminden XYZ' koordinat sistemine gegis

matrisi denir.

e P sonsuzdaki nokta ise ayni formiillerin yine gegerli oldugu

gosterilebilir.
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7.3.Homogen Koordinatlarda Koordinat Sisteminin
Otelenmesi
(7.2.1) esitliginin E, =E|,E, = E; olan 6zel halinin homogen

koordinatlarda , koordinat sisteminin 6telenmesine karsilik gelmesinden;

=z
Il
=Rl
S = O
- < X

olur.

7.4.Homogen Koordinatlarda Bir Dik Koordinat
Sisteminin Dondiiriilmesi
(7.2.1) esitliginin X, =y, =0 ve

1 a‘20
M=[b b, 0
0

matrisinin ortogonal olmasi 6zel haline, koordinat sisteminin dondiiriilmesi

karsilik geldiginden;

a, =cost,a, =—sint,b, =sint,b, = cost,

alinarak
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cost —sint 0
M =|sint cost O
0 0 1

oldugu goriiliir.

7.5.Homogen Koordinatlarda Bir Dogru i¢in

Doniisiim Formiilii
Diizlemin iki homogen koordinat sistemini XYZ , XY Z'ile belirtelim. Bir

dogrunun XYZ koordinat sistemindeki denklemi ,
uxX +vY +wzZ =0

ise bu denklemi matris ¢arpimi seklinde

X
u v wly |=0

YA
olarak yazabiliriz. Bu esitlik degisken bir noktanin homogen koordinatlarda
dogru iizerinde bulunma sartidir. XYZ koordinat sisteminden XY Z'

koordinat sistemine gecis formiillerinden

X!
u v wMlY"|=0
ZI
seklinde yazilabilir.

u v wM=[u v w]
olmak iizere ; dogrunun denklemi
uX’'+vY' +w'z'=0

seklindedir.
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Boylece dogrunun XYZ, XY Z'koordinat sistemlerindeki denklemleri
sirastyla; [u,v,w], [u’,v’,w'] olur. O halde

u v wM=[u v w]

de dogrunun bu koordinat degisimi altindaki dontistimiidiir.
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8.Homogen Koordinatlarda Doniisiimler

8.1.Projektif, Afin ve Metrik Doniisiimler

Koordinat sisteminde diistinmeksizin projektif diizlemin biitiin

noktalarini alabiliriz. Homogen koordinatlarin teorisinden, noktalar ve
{(x.v.z)|(x.v.2)e R - {0}}.

kiimesi arasinda bire-bir esleme vardir. Simdi bu denklik siniflarinin bir
keyfi lineer permiitasyonunu g6z oniine alip, bunlara karsilik gelen
noktalarin yerlerini kendi aralarinda degistirelim. O zaman biitiin noktalar
yeni koordinatlara sahip olurlar. Boyle bir lineer permiitasyona
koordinatlarin projektif doniistimii denir.

Bu doniisiim formiillerinin
X a b c|X’
Y |={d e f|Y'
z g h 1|2
seklinde yazilabilecegi gosterilebilir.

Buradaki déniisiim matrisi regiilerdir ve (X,Y,Z),P =[(X,Y,Z)]
noktasinin eski koordinati, (X',Y',Z") de yeni koordinatidir. Bu tip
doniisiimler en genel projektif dontlisiimlerdir. Bu tip biitiin doniigiimlerin
kiimesini alirsak,bu kiime i¢inde Z =0 6zelligini degistirmeyen
doniisiimlere afin déniisiimler denir. Bu 6zel halde [(X,Y,0)] homogen

koordinatli sonsuzdaki noktalarin yeni koordinatlar1 da ayni 6zellikli olarak
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alinir. Bu noktalar afin diizlemin ideal noktalaridir.

Bu doniistim formiilleri

X a b c| X'
Y| =|d e f|Y'
Z 0 0 1|2

seklindedir.

Eger biitiin afin doniistimlerin kiimesini g6z oniine alirsak bunlarin
iki nokta arasindaki uzaklig1 degistirmeyenlerine de metrik doniisiimler
denir.

Her bir metrik doniisiimiin ;sonlu sayidaki 6teleme ,donme ,orijinden gecen
bir dogruya gore yansimanin bileskesi oldugu gosterilebilir. Metrik
doniisiimler kiimesi , afin doniistimler kiimesinin bir alt kiimesidir. Afin
doniistimler kiimesi de projektif dontigiimler kiimesinin alt kiimesidir.

Yukaridan da anlagilacag: gibi dogrular1 ve dogrularin paralelligni
koruyan doniisiime bir afin doniisiim denir. Bu doniistimlerin iki 6nemli
0zel hali vardir.

e Merkezi orijinde olan oransal olmayan (homoteti olmayan) gosterge
doniisiimii
g:R* >R*>,a=0=b
g(x,y) = (ax,by)
buradaki a,b degerlerine gosterge carpanlari denir.

e Bu doniisiimiin homogen koordinatlardaki matrisi
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Ha,b =

S O o
S T O
— O O

olur.

e Yatay dogrulari koruyan kirpma doniisiimii

K, (X, ) = (X+T1Y,Y)
seklinde taniml1 dontisiim olup ,buradaki r degerine de kirpma carpani
denir.

Bu doniisiimiin homogen koordinatlardaki matrisi
0
0
1

r

1
K, =0
0

O ==

7/

b

Sekil.8.1: r :% carpanlt kirpma

Her afin doniisiim ; bir izometri ile bir gosterge doniisiimiiniin veya

bir kirpma ile homoteti ve bir izometrinin bileskesinden elde edilir.
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8.2.Homogen Koordinatlarda Simetri Formiilleri
Diizlemin biitiin izometrileri , homogen koordinatlarda bir matris

carpimi ile ifade edilebilir. Bu diisiince 6zellikle bilgisayar uygulamalari
yaparken faydalidir. Ornegin ; déniisiimlerin ardisik uygulamasinda
,doniistimlerin ardisik bileskesini almak islemi , bu doniisiimlerin homogen
koordinatlardaki ifadelerine karsilik gelen matrislerin ¢arpilmasina dondisiir.
Bu doniisiimlerin homogen koordinatlardaki ifadelerine karsilik gelen
matrisler agagidaki gibidir :

o 7=(X,,Y,) kadar oteleme

I 0 X,
T =10 1 vy,
(%0-%) 00 1

e O agis1 kadar orijin etrafinda donme

cosd —sin@ O
Ré’ =|sin@d cos@d O
0 0 1

e X —ckseniyle @ agis1 yapan ve orijinden gecen bir dogruya gore
yansima

cos260 sin260 0
849 =|sin20 -—cos26 0
0 0 1
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Bunlardan diger biitiin déniisiimler i¢in sonug ¢ikarabiliriz. Ornegin; keyfi

P =(X,,Y,) noktas: etrafinda o agist kadar donmeyi bulmak i¢in 6nce

T 4y, Otelemesi uygulayarak , P noktasini orijine oteler ,daha sonra & agisi

kadar orijin etrafinda donme ve son olarak ta T otelemesi

(X Yo)

uygulanarak

cCosa —Smao XO—X0 COSCZ-I-yO SiIn«x

T(anYO)RaT*(Xx’YO) =|sina cosa Y,—Y,cosa—X,sina
0 0 1

elde edilir.

8.3.Noktalarin Doniisiimleri
Diizlemde sabit bir koordinat sistemi segersek,

diizlemin her bir noktast bu koordinat sisteminde sabit koordinat ti¢liisiine
sahip olur.

Simdi M tersinir 3X3 tipinden matris olmak iizere formiilleri

X X'
Y |=M|Y’
YA Z'

seklinde alirsak; bu koordinatlar arasinda bir esleme tanimlar ve bu nedenle

de ,diizlemin noktalar1 arasinda da bir esleme belirler.
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8.4.Geometrik Ozelliklerin Siiflandirilmasi

8.4.1.Projektif Ozellikler
Yukaridaki M matrisinin saglamasi gereken tek sart , regiiler

olmasidir. Bu nedenle; burada diizlemin noktalarinin en genel lineer
permiitasyonlari s6z konusudur. Genelde ; sonsuzdaki noktalar sonlu
noktalara doniistiiriiliir. Biitiin bu permiitasyonlarin kiimesi bileske islemine
gore bir grup olusturur. Bu grubun doéniisiimleri altinda degismeyen kavram
ve Ozelliklere projektif 6zellikler denir. Bu kavram ve 6zelliklerin
calisilmasina da Projektif Geometri denir. Projektif 6zellikler noktalarin
dogrudashigi ,dogrularin noktadashig: gibi 6zellikler olup, projektif olmayan
ozellikler de Paralellik ,Sonsuzdaki Nokta ,Uzaklik,Vektor gibi 6zelliklerdir.

8.4.2.Afin Ozellikler

Eger M matrisi regiiler ve

C
f
|

S o o
S @© T

seklinde ise sonsuzdaki noktalar1 sonsuzdaki noktalara doniistiiriir. Bu
ozellikteki biitiin permiitasyonlarin kiimesi bileske islemine gore bir grup
olusturur. Bu grubun biitiin doniistimleri altinda degismeyen kavram ve
ozelliklere afin 6zellikler denir.

Bu kavram ve 6zelliklerin calisildigi geometriye de Afin Geometri
denir. Afin 6zellikler ;Noktalarin Dogrudashg: ,Paralellik,Sonsuzdaki
Nokta, Dogrularin Noktadashg: ,Vektor, Orta Nokta gibi 6zelliklerdir.
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Afin olmayan 6zellikler de Uzakhk,Norm,Ortogonallik gibi 6zelliklerdir.

8.4.3.Metrik Ozellikler

Eger M matrisi iki sonlu nokta arasindaki uzakligi koruyan regiiler
matris ise M ye, metrik doniisiimiin matrisi denir. Boyle biitiin doniistimlerin
kiimesi bileske islemine gore grup olusturur. Bu grubun biitiin doniisiimleri
altinda degismeyen kavram ve 6zelliklere metrik 6zellikler denir. Bu kavram
ve Ozelliklerin c¢alisildig1 alana da Metrik Geometri denir.

Metrik ozellikler ; Noktalarin Dogrudashg ,Paralellik,Sonsuzdaki
Nokta ,Dogrularin Noktadashgi ,Vektor,Orta Nokta ,Uzakhik,Norm,
Ortogonallik gibi 6zelliklerdir.

Projektif 6zellikler ,afin 6zelliklerin alt kiimesi ve Afin 6zellikler de Metrik

Ozelliklerin alt kiimesidir
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8.5.Geometrilerin Siniflandirilmasi

8.5.1.Metrik geometri
Bir problemde yalnizca metrik 6zellikler varken ¢6ziimii metrik

geometriyi kullanarak yapariz. Bu durumda problemin ¢6ziimiiniin
metrik diizlemde yapildigini sdyleriz. Sonu¢ metrik eksenlerin
secilisinden bagimsizdir. Burada metrik eksenlerden kastimiz ;

diizlemdeki bir ortonormal bazdir. Bu durumda (0,0,1) ve (1,0,1) noktalari

keyfi olarak secilebilir. Bu noktalar ile birlikte koordinat sistemi tamamen

belirlenir.
8.5.2Afin Geometri

Bir problemde sadece afin 6zellikler varsa problemi afin geometriyi
kullanarak ¢ozeriz. Bu durumda problemin afin diizlemde ¢oziildiigi
sOylenir. Cozlim afin eksenlerden bagimsizdir. Afin eksenlerden kastimiz ;
diizlemdeki herhangi bazdir. Bu durumda ayni dogru iizerinde olmayan

(0,0,1) ,(1,0,1) ve (0,L1) noktalar1 keyfi olarak secilebilir. Bu noktalarla

birlikte koordinat sistemi tamamen belirlenir.

8.5.3.Projektif Geometri
Bir problemde sadece projektif 6zellikler varsa ;problemin ¢oziimiinii

projektif geometriyi kullanarak yapariz. Coziimiin de projektif diizlemde
yapildig1 sdylenir. Coziim projektif eksenlerden bagimsizdir. Projektif
eksenlerden kastimiz ; ilk {i¢ii ayn1 dogru iizerinde olmayan (0,0,1),(0,1,0)
ve (1,0,0), (L,1,1) gibi dort nokta secilebilmesidir. Bu noktalar taban

licgeninin taban noktalaridir. Bu nedenle taban {i¢geninin kenarlar1 izerinde
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bulunmayan keyfi bir nokta segebiliriz Ornegin ;(1,1,1) birim noktasini

secebiliriz .Bu noktalarla birlikte koordinat sistemi tamamen belirlenir.
Eksenleri uygun secerek pek ¢ok problemin ¢éziimii kolaylastirilabilir.
Bunlarin tiimii 6rneksiz olarak anlamsiz gibi goriinmektedir.

Simdi dort projektif teorem ,ii¢ afin teorem 6rnegi verecegiz.
9.0rnekler

9.1.Projektif Teorem Ornekleri
9.1.1.Noktadas Dogrular icin Ceva Teoremi

Bir ABC {iggeni a,b,c dogrulari tarafindan belirlenmis olsun.

l; dogrusu a,b den farkli ve C den gecen dogru ,

I, dogrusu b,c den farkli ve A dan gegen dogru ve

I; dogrusu da c,a dan farkli ve B den gegen dogru olsun.

Simdi Iy, 1,,l5 dogrularinin noktadas olup olmadigini arastiracagiz.
Cozlimiin kolay olmasit i¢cin A noktasini [(1,0,0)], B noktasini [(0,1,0)]

ve C noktasini da [(0,0,1)] olarak alacagiz.

Bu durumda a dogrusunun denklemi X =0,b dogrusunun denklemiY =0

¢ dogrusunun denklemi de Z =0 olur.

C den gegen degisken |; dogrusunun denklemi X +KY =0

A’dan gegen degisken |, dogrusunun denklemi Y +1Z =0

ve B den gegen degisken |5 dogrusunun denklemi de Z +mX = 0dur.
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Burada k,I,m homojen olmayan parametrelerdir.

1 k 0
l1,15,13 dogrulart noktadastir < |0 1 1/=0
m 0 1

< 1+kim=0

< kim=-1

Bu sonug koordinat sisteminin se¢giminden bagimsizdir ve noktadas

dogrular i¢in Ceva Teoremi olarak bilinir.

9.1.2.Noktadas Dogrular icin Menelaus Teoremi
Bir ABC {iggeni ve AB kenari iizerinde L;,BC kenari lizerinde

L,,CA kenari lizerinde L, noktalar verilsin. L,,L,,L; noktalar: ticgenin
tepe noktalar: degilse, L,, L,, L, noktalarinin dogrudas olma sartlarini

arastiracagiz
Céziimii basitce elde edebilmek igin, A =[(1,0,0)] B =[(0,1,0)],C = [(0,0,1)]
secelim.

O zaman; L, =[(Lk,0)} L, =[(0,,,1)] L, =[(m,0,1)] olur.

1 k 0O
L,,L,,L; noktalar1 dogrudas<> |0 1 1{=0
m 0 1

< 1+kim=0
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< klm = -1

Bu sonu¢ koordinat sisteminin se¢iminden bagimsizdir ve dogrudas
noktalar i¢in Menelaus Teoremi olarak bilinir.

9.1.3.Pappus-Pascal Teoremi
d,,d, iki dogru, d, iizerinde farkli i¢ nokta ; A, A,, A, ve A, A, A

da d, iizerinde farkli li¢ nokta olsun. A |A,,A,A, dogrularinin arakesit
noktas1 P, A,A,,A;A, dogrularinin arakesit noktas1 Q , A;A,,AA,

dogrularinin arakesit noktasi da R olsun.

O zaman; P,Q,R dogrudastir.

Ispat:

d,,d, nin arakesit noktasin1 S ile belirtelim.

S =[(1,0,0} A, =[(0,1,0)] A, =[(0,0,1)]

segersek; d, dogrusunun denklemi Y =0,d, dogrusunun denklemi Z =0 ve

A =[L0,D] A, =[10,1N]} A, =[1,m0)] A, =[(1,m"0)]

AA,.mX-Y=0
AA . IX -2
P =[(1,m,)]
AA.MX-Y=0
AA,. . I'X -Z
R=[(,m",1")]

AA...—ImX +1IY +m'Z =0
AA..—I'mX +1Y +mZ =0
Q =[(Im—I'm’", Imm’ — I'mm’, I'm — 1I'm")]
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ve bunlara bagl olarak;

1 m |
1 m’ I’ =0
Im=I'm" Imm’'=I'mm’ I'm-I1I'm’

oldugundan P,Q,R dogrudastir . PQR dogrusuna Pascal Dogrusu denir.

9.1.4.Dezarg Teoremi
Iki iicgenin karsilikl1 tepe noktalarinn iic ¢ifti ile taniml1 dogrular

noktadas ise tiggenin karsilikli kenarlarinin ti¢ ¢ifti de noktadastir.
ispat: A=[(1,0,00]B=[0,1,0)}.C =[0,0,1)],S =[(1,L,1)]

secelim. O zaman SA dogrusu iizerinde A’ = [(1 + I,l,l)] SB dogrusu
lizerinde B’ = [(1,1 + m,l)], SC dogrusu iizerinde C' = [(1,1,1 + n)]olur.
BC,B'C’ dogrularinin arakesit noktast K olmak iizere ; BC dogrusunun
denklemi X =0 ve bunedenle de K nin birinci koordinat1 0 olur. K
noktas1 B'C’ dogrusu iizerinde bulundugundan; K , B’ = [(1,1+m,1)]
C'= [(1,1,1 + n)] noktalarinin lineer kombinasyonudur. Birinci koordinat 0
oldugundan K =[(0,m,—n)] olur.

Benzer sekilde ; L = [(I,O,—n)], M = [(I,—m,O)] bulunur.

0 m -—n

I 0 —n[=0 oldugundan K,L,M dogrudastir.
Il -m 0
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9.2.Afin Teorem Ornekleri
9.2.1.Afin Dizlemde Menelaus Teoremi
Bir ABC tiggeni ve AB kenar iizerinde L,,BC kenari lizerinde

L,,CA kenar iizerinde L, noktalar: verilsin. L,,L,, L, noktalar: licgenin
tepe noktalar1 degilse

L,,L,,L, dogrudas = (A,B,L,)B,C,L,)C,AL;)=1.

Ispat: Bu problemde sadece afin kavram oldugundan afin geometri
kullanilarak problemin ¢6ziimii yapilir. Bu nedenle ; afin koordinat sistemini
A=[(0,0,1),]B =[(1,0,n],C =[(0,L,))] secebiliriz.
(A,B,L,)=k,(B,C,L,)=1(C,A/L;)=m

O zaman;
L, =[(-k,0,1-K] L, =[a,-11-D] L, =[0,1,1-m)]

olur. Buradan da

-k 0 1-k
L,,L,,L, noktalart dogrudas=|1 -1 1-1{=0
0 1 I-m

= 1-klm=0
= kim=1

bulunur.
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.9.2.2.Afin Diizlemde Ceva Teoremi

a,b,c ii¢ noktadas olmayan dogrular olsun. |, dogrusu ;a,b nin arakesit
noktast olan C den gegcen ve C yi L, noktasinda ;1, dogrusu b,c nin
arakesit noktasi olan A dan gecen dogru ve a y1 L, noktasinda;

I,dogrusu da c,a nin arakesit noktasi olan B den gegen ve b dogrusunu

L, noktasinda kesen dogru olsun. Bu durumda

l,,1,,1, dogrular1 a,b,c dogrulariyla ¢akismiyorsa ;

l,,1,,l, dogrular1 noktadastir = (A,B,L,)(B,C,L,)C,AL,)=-1.

Ispat :
Bu problemde sadece afin 6zellikler oldugundan afin geometri

kullanilarak problemin ¢6ziimii yapilir. Bu nedenle de afin koordinat

sistemini

A=[(0,0,)]B =[1,0,H].C =[(0,1,1)] segebiliriz
(A,B,L,)=k,(B,C,L,))=1(C,A/L;)=m
O zaman;

L, =[(k.01-K)]L, =[1-11-D] L, =[0,L1-m)]
olur. I,1,,l, dogrularinin homogen koordinatlarin1 hesaplarsak
I 1=k, =k, k]

1,..J1,1,0]
l,..[-1,m—11]
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bulunur. Buradan ;

1-k -k Kk
l,,1,,1, dogrular1 noktadastir = | | 1 0[=0
-1 m-11
= kim =-1

bulunur.

9.2.3.Bir Ucgende Noktadas Dogrular
Bir ABC ii¢geninin BC kenarmna ; B’ , AB iizerinde ve

C’, AC iizerinde olacak sekilde B'C’ paraleli gizelim. A dan BC'

ve B'C dogrularinin orta noktalarina ¢izilen dogrular noktadastir.

Ispat : A dan ¢izilen orta nokta dogrusu BC dogrusunu bir A’ noktasinda
kestigini kabul edelim. B'C’,BC ye paralel oldugundan

BA CA

BB CC

B'’A CC 1

BB CA

= (A,B,B")(C,A,C")=1.
Diger taraftan,
AA" orta nokta dogrusu oldugundan ;
AB _
A'C

olur.

~1= (B,C,A)=-1
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Her iki sonugtan  (A,B,B")(B,C,A")(C,A,C")=-1
(ABB')(BCA')(CAC")= -1

ve Ceva teoreminden AA’,BC’,CB’ dogrulari noktadastir.
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10.Diuizlemsel Egriler Teorisine Giris

Egrilerin pek ¢ok smiflandirilma yollar1 vardir. Birincisi F(X,y) =0

seklinde sol yan1 polinom olan denklemin grafiginden yola ¢ikarak yapilan
siniflandirmadir. Sonrada tanimlanacagi gibi polinom denkleminin grafigine
cebirsel egri denir. Egrilerin cebirsel olup olmadigini arastirmak ileri diizeyde
caligma gerektirir. Egriler cebirsel olmasalar da belli 6zellikleri kullanilarak
kolayca gizilebilirler. Ornegin; sikloid ,esacili sipiral gibi egrilerin dzellikleri
kullanilarak kolayca ¢izildikleri halde , bu egriler higbir polinom denkleminin
grafigi degildirler yani ; cebirsel degildirler.

Biz burada egrileri ¢izim metotlarina gore gruplayacagiz. Adina
fraktal(dallandirilmis) ve uzay dolduran egriler denilen 6zel egri siniflari
da vardir. Bu tip egriler konu olarak ¢ok ilgingtir , fakat bunlar1 , analitik
geometrinin konular1 arasinda vermeyi uygun bulmadik.

10.1.Egrilerin Siniflandirilmasi
Egrilerin siniflandirilmasini asagida kapsamli olmayan bir liste ile
ornekleyecegiz.

(i) Kisi isimlerine Gére Simiflandirma:

Hippias quadratrixi, Nicomedes Konkoidi, Kappa Egrisi, Pascal
Kolu(limasonu), Bernoulli Kurdelas1 (Lemniskati ), Agnesi Biiyiisii,
Descartes yapragi, Descartes Parabolii, Catalan Trisectrixi, Tschirnhausen
Kiibigi, Cayley Sextigi, Freeth Nefroidi, Euler Sipirali, Cornu Sipirali,
Durer Konkoidi,Bowditch Egrisi gibi.

Genel olarak egrilere ilistirilen bu isimler bu egrileri kesfeden yada bu
konuda ¢alisan kisiler degildir.

(ii) Bir Egriden Yararlanarak Tiiretim Metoduna Gore Simiflandirma :

Bir egrinin Kaustik Egrisi, Bir egrinin Tiirev Egrisi, Bir egrinin
Integral Egrisi , Bir egrinin Izoptik Egrisi, Bir egrinin Ortoptik Egrisi , Bir
egriye Paralel Egri, Bir egrinin Pedal Egrisi,Bir egrinin Radyal Egrisi,Bir
egrinin Zarf Egrisi,Bir egrinin Evoliit Egrisi,Bir egrinin Involiit Egrisi ,Bir
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egrinin Kissioid Egrisi , Bir egrinin Konkoid Egrisi, Egrilerin Kaymadan
Yuvarlanma Egrileri, Iki egri {izerinde kayan bir dogru iizerindeki bir
noktanin ¢izdigi egri(Kayma Egrileri) , Egrilerin Kay1s Egrisi,Egrilerin
Takip egrisi gibi.

(iii) Egrilerin Ozelliklerine Gore Simiflandirmasi :
trisectrix, quadratrix, brachistochrone (aka cycloid), tautochrone (aka
cycloid),isochrone (aka semi-cubic parabola), anallagmatic egri

(iv) Egrilerin Sekillerine Gore Simiflandirma :

Astroid (y1ldiz), Deltoid ( Delta Egrisi) ( tricuspid, Steiner
hyposikloidi),Kardioid (Kalp Egrisi), Nicomedes Konkoidi (Midye Egrisi),
Bobrek Egrisi(nefroid), Tekerlek Egrisi (sikloid),Yaprak
Egrisi(folia),Newtonun Ug ¢ukur Egrisi (Newton Tridenti), Y1lan Egrisi
(serpentine ),Sarmasik Egrisi(Diocles Kissioidi),Giil egrisi,Gerdanlik
Egrisi(Catanary),Esteget Egrisi( tractrix), Spiral, Kurdela Egrisi (Bernoulli
Lemniskati1),Baston Egrisi( Lituus), Sekiz Egrisi ( Gerono Kurdelasi),
Mermi Burnu , Hag Egrisi(cross curve.)

(v) Tarihsel Sonuclara Gore Siniflandirma:
Elips, Parabol, Hiperbol, Agnesi Biiyiisii, Pascal Limasonu (bir
¢emberin kendi noktalarindan birine gore konkoid egrisi) gibi.

(vi) Formiillerinin Sekillerine Gore Egri Simiflandirmasi:

Yari-kiibik parabol

(vii) Herhangi konu icinde incelenecegi tam olarak bilinmeyen egriler:
Cember,Dogru,Sag kayis egrisi, Kapa egrisi, At Bukagisi

(Hippopede ),Bicorn, Piriform ( armut sekilli quartic) , Clothoid,Cochleoid

, Cayley Sextigi,Seytan Egrisi

(viii) Kisa zaman egrisi(Brachistochrone ):

Verilen iki noktadan gecen egriler arasinda bir pargacigin
,noktalardan yiiksek olanindan algak olanina ideal fizik ortami altinda
(ideal yercekim kuvveti,siirtinmesiz hava direngsiz,par¢cacik hacmi yok
vs.) en hizli zamanda kayarak algalabildigi egriye kisa zaman egrisi denir.
Bu 6zellikteki tek egri sikloiddir.

(ix) Anallagmatic Egri: Iinversiyon déniisiimii altindaki goriintiisii kendisi



112 Diizlemde Konikler-Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhga

olan egrilere Anallagmatic Egri denir. Cemberler ve Cassini ovalleri

bunun ornekleridir.

10.2.Diizlemde Konikler

Bir koninin tepe noktasindan gegmeyen diizlem ile arakesitine bir
konik yada konik kesiti denir. Koni ve diizlemin durumlarina gore ii¢ hal
s0z konusudur. Koni lizerinde diizleme paralel dogru yoksa, arakesit egrisi
kapalidir ve egriye elips denir. Eger koninin bir dogrusu diizleme paralel ise
arakesit egrisi acik egri olup bu iki kol asimtotik olarak paraleldir ve egriye
parabol denir. Son olarak koninin diizleme paralel iki dogrusu varsa
egrinin iki agik parcasi vardir ve egriye hiperbol denir.

T

Sekil 10.1 : Soldaki arakesit egrisi elips, ortadaki parabol ve sagdaki de
hiperboldiir

Yukaridaki konik tanimi ii¢ boyutlu uzaydaki iki nesnenin arakesitine
dayal1 oldugundan, diizlem analitik geometri i¢in pek uygun degildir. Diizlem
analitik geometriye dayali su tanim1 almak daha uygun olacaktir.

Diizlemde sabit bir noktadan uzakliginin, sabit bir dogruya uzaklig
orani sabit olan noktalarin ciimlesine konik denir Buradaki sabit dogruya
konigin dogrultmam, sabit noktaya konigin odag ve sabit orana da konigin
dis merkezligi denir.
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Sekil 10.2

Sabit noktay1 F , F den gegmeyen sabit dogruyu d ve sabit orani da e
olarak alalim. Dogrunun parametrik denklemi
d.X=A+1a

ve normali de N olsun. Buna gore;
~{A8.N)

ﬁj:_PN (Ni): HN N
e ) (Re. )

-
IN|

uzunlugu P noktasinin d dogrusuna uzaklhigidir. Bu uzakligi ||Pd|| seklinde

belirtelim. Tanimdan ;

Pl
=g
[Pd]
oldugundan ,

[§[PF] - o{4%. 1)
bulunur. Bu son esitligi saglayan P noktalarinin belirledigi geometrik

nesne aranan koniktir. Bu esitlige de bu konigin denklemi denir.
F den gegen ve dogrultmana dik olan dogruya konigin ekseni denir.
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Teorem 10.2.1. Her konik kendi eksenine gore simetriktir.
Ispat: A noktasindan gegen ve dogrultman vektdrii @ olan dogruya gore
simetrinin

2(AP.a)
Saa(P)=2A-P +—20?

]

oldugunu hatirlayalim. Konigin ekseninin F noktasindan gegen ve
dogrultman vektorii N olan dogru olmasi nedeniyle ;

4Eﬁﬂ>q

—12

IN|
seklinde olacaktir. Konik denkleminde P yerine SF,N (P) alarak
N||sr i (P)F| =e(ASe g (PLN)

esitligi bulunur.
SF’N(P)FH: PFH

Sg (P)=2F —P+

ve
5z ] .5
oldugundan konik denklemini yeniden elde ederiz. O halde konik kendi
eksenine gore simetriktir.
10.2.1.Konigin Ekseniyle Dogrultmaninin Kesistigi Nokta
Konigin dogrultmani ile ekseninin parametrik denklemleri

X=A+a
X =F+uN
olacagindan Bu iki denklemi esitleyerek
AF = Aa — uN
esitliginin her iki yanim1 & ile i¢ ¢arpima tabi tutarsak

(AF.q)
a2

|

buluruz.
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N ile i¢ carpima tabi tutarak da
~(AF.N)
=12
IN|
degerini elde ederiz. Buradan D eksenle dogrultmanin kesistigi nokta olmak
uzere ;
(AF.q)

|12
I

ﬂ:

D=A+

bulunur.

Bu esitliklerden goriildiigii gibi ; A noktas1 belli iken D noktasi belli
oldugundan ;konigin ekseni ile dogrultmaninin kesistigi nokta olarak A
noktasini almak, genelligi bozmaz. Buna gore ;

<N5, N>‘ EHH NWCOS 9|
N| N|

= ﬁ‘“cos 9|

oldugundan ,
[Pel =<l

“cos 9|

olur. AP ile N arasindaki ag1 AP ile AF arasindaki actya esit oldugundan;
(AP, AF)

cosfd = +—
[

|
bulunur. Bunu yerine yazarak;

el AP,-——

[PF|—¢f A2
AFH
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veya
[ lpe -

<E5, ﬁf>‘
esitligi de konik denklemi olur.

10.2.2.Konigin Tepe Noktalar:
Konigin ekseniyle kesistigi noktalara konigin tepe noktalar denir.

Bir konigin tepe noktast , ya |AF| dogru parcasi lizerinde yada disindadir.

Eger |AF| dogru parcasi lizerinde ise T tepe noktasini gostermek

lizere ;
T=AF+(1-21)A0<A<1
olur.T nin konik iizerinde olmasi nedeniyle ,

. e
(7.5

yazilabilir.
TF =(1-1)AF

AT = AAF

oldugundan ,

e=1"%0ca<1, 4=
A l+e

Ve
T_ F+eA

1+e
bulunur.

Eger T' tepe noktasi |AF| dogru parcasi disinda ise
T'=pyF+(1-p)A <0
veya u >1 esitliginden e =1
F—-eA
1-e
olur.

T'=
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10.2.3.Konik Cesitleri
e =1 ozelligindeki konige parabol, e <1 6zelligindeki konige elips
e > 1 ozelligindeki konige hiperbol denir.

e # 1 ozelligindeki konikler i¢in |TT ’| dogru parcasinin orta noktasina

konigin merkezi denir.

) d
P £ P

=3

Sekil.10.3.: e =7 (solda),e = 1(ortada),e = 2 (sagda)

10.2.4.Parabol ve Ozellikleri
e =1 halinde konik denklemi

[FePe] =[x 2%)
ve
A+F

2
de tek tepe noktasidir. T =0O alalim
(i) Paraboliin eksenini X —ekseni, T den gecen ve dogrultmana paralel olan
dogruyu da Y —ekseni olarak alip dik koordinat sistemini olusturursak,
A=-F,F =(c,0), A=(-c,0)
olacagindan, paraboliin denklemi
y? = 4cx
olarak bulunur.
e Bu koordinat sisteminde dogrultmanin denklemi X+c¢ =0

T=

e F =(c,0) odaklr,
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y? = 4cx
paraboliinii C ile belirtelim. P = (x,y), P' = (x', y") noktalari da

C 1zerinde iki nokta olsun. Pr|;' kirisi ile sinirli bolgenin alan1 ve bu
parabol yayinin uzunlugu
y'-y]
24c
dir.

)
e Q, C iizerinde bulunan ve bu noktadaki tegeti PP’ kirigine paralel
ly' -y A .
degeri PQP' iicgeninin alaninin %

olan nokta olmak tizere ;

katina esittir(Archimedes)
e (0,0),(x,Yy) noktalar1 arasindaki yayin uzunlugu,

2 2 +4y’ +4c?
Y 4+y—+Carcsinh Yy 4+y—+clogL
4 c’ 2c) 4 c’ 2c
e C nin kutupsal koordinat sistemindeki koordinatlar1
_4ccosd
sin” @
e Orijini F olan herhangi bir koordinat sisteminde ; | =2¢ paraboliin -

asagida tanimlayacagimiz- dikdortgensel yaninin (Latus Rectum’unun )

yaris1 olan paraboliin denklemi;
I
" 1—cos®

e Q, C ilizerinde bulunan herhangi bir nokta ise ZQF 1s1mn1 ve Q
noktasindan gegen yatay dogru , Q noktasindaki C nin tegeti ile ayni

ac1y1 yaparlar Bu nedenle ; bir 151k kaynagi eksene paralel olarak
parabolde yansitilirsa bu 151k F noktasi lizerine yansir
(Parabolik Yansitic1 Prensibi).

(ii) Eger paraboliin eksenini Y —ekseni, T den gegen ve dogrultmana paralel
olan dogruyu da X —ekseni olarak alip dik koordinat sistemini olusturursak,
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F =(0,c), A=(0,—) olacagindan ayn1 hesaplamalarla paraboliin denklemi

x* =4cy

olur. Bu koordinat sisteminde dogrultmanin denklemi y+c¢ =0

e Odaktan dogrultmana indirilen dikmenin uzunluguna paraboliin yari
parametresi denir. Buna gore p parametre olmak iizere p =2c olur.

e (daktan gecen ve eksene dik olan kirise paraboliin dikdortgensel yam
(Latus Rectum'u) denir. Bunun uzunlugu 4c dir.
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10.2.5.Merkezcil Konikler

e # | seklindeki koniklere Merkezcil Konikler denir. Merkez C
olmak lizere
C_ T+T

2

veya
2

C_ F-e"A

1-e’
dir.

Eger koordinat sistemimizin orijinini C segersek

T =-T,F=e’AT=eAT =—eAF =eT
olur. Boylece merkezi orijinde olan konik denklemi ,bu son esitlikleri
kullanarak;

2 2 2 4 2 4
e*[P*[F|" —e*(P.F)= (-e")|F]|
biciminde €, F 'ye bagh genel merkezcil konik denklemi bulunur. Bu
esitlikten goriildiigii gibi e, F verildiginde merkezcil konik tamamen verilmis

olur.
Gerekli esitlikler kullanilarak sirasiyla e, A ya ve e,T ’ye bagh

denklemleri de sirasiyla;
PI A" - e*(P, A)" = (1—e®)e A
[PI"IT"~e*(P.T)" =€’

seklinde bulunur.

10.2.5.1.Merkezcil Koniklerin Bazi Ozellikleri

e Her merkezcil konik kendi merkezine gore simetriktir.

Bunun ispati ; merkezi orijin se¢ip , bir noktaya gore simetri tanimi

kullanilarak kolayca yapilabilir.

e Her merkezcil konik merkezden gecen ve dogrultmana paralel olan
dogruya gore simetriktir.

Bunun ispat1 da merkez orijin se¢ilip ,merkezden gegen dogruya gore simetri

tanimi1 kullanilarak kolayca gosterilir.
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e Her merkezcil konik ikinci bir odaga ve dogrultmana sahiptir.

Bunun ispati ; yine merkez orijin se¢ilip , dogruya gore simetri tanimi
kullamlarak kolayca gosterilir. Ikinci odak F' =S (F), dogrultmanin
parametrik denklemi

d..X =A+4a

iken ikinci dogrultmanin parametrik denklemi de
d.. X =-A+1a

olur.

10.2.5.2.Merkezcil Koniklerin Basit Denklemleri

e Merkezcil konigin merkezini orijin ,eksenini X —ekseni , merkezden
gecen ve dogrultmana paralel olan dogruyu da Y —ekseni alarak
olusturulan koordinat sistemine gore

T =(a,0),a>0,F = (ea,0), A=(2,0)
e

olur. Bu esitlikleri kullanip gerekli islemleri yaparak;
2 2

X y
a_2 + m = 1 (10.2.5.1)
buluruz.

e Eger merkezcil konigin merkezini orijin ,eksenini Y — ekseni
merkezden gegen ve dogrultmana paralel olan dogruyu da X —ekseni
alarak olusturulan koordinat sistemine gore

T=(0.b)b>0,F = (0.e0), A= (0, %)
€
olup, yukaridaki gibi gerekli islemler yapilirsa ;

2 2

X y

— 4+ =1 10.2.5.2
(1-e*)b* b? ( )

bulunur.
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10.2.5.3.Elips ve Ozellikleri

0<e<1 iken konige elips dendigini biliyoruz O halde
0<e’<l=0<1-e’ <1
oldugundan;merkezi orijinde olan elipsin eksenini , X —ekseni , merkezden
gecen ve dogrultmana paralel olan dogruyu da Y —ekseni alarak olusturulan
koordinat sistemine gore denklemi

T = (a,0), A= (g 0)

olmak tizere ;

(10.2.5.1) esitliginde b =ay1—e’ alinarak ;
X2 y2
— +—=1
a> b’
bulunur.
e Eksenini Y —ekseni, merkezden gegen ve dogrultmana paralel olan
dogruyu da X —ekseni alarak olusturulan koordinat sistemine gore denklemi

T=(0.b)b>0,F = (0,eb), A=(0.)
olmak iizere ; (10.2.5.2) esitliginde a =b+y1—-e* almarak

2 2

XY

a’ b’
denklemini buluruz.

o |TT '| dogru parcasina elipsin biiyiik ¢api,merkezden gecen dogrunun

elipsi kestigi noktalar w,w' ise |WW’| dogru parcasina da elipsin kii¢iik

capi denir.
Buna gore ; elipsin biiylik ¢ap uzunlugu (10.2.5.1) esitligindeki
TT'|=2a, (10.2.5.2) esitligindeki koordinat

koordinat sisteminde,

sisteminde de |TT ’| = 2b olur. Aym sekilde kiiglik ¢ap uzunlugu da
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(10.2.5.1) esitligindeki koordinat sisteminde |WW'| =2b,(10.2.5.2)
esitligindeki koordinat sisteminde |WW’| =2a olur.

e b<a (a<b )iken X —eksenine (Y — eksenine) biiyiik eksen ,
Y —eksenine ( X —eksenine) de kii¢iik eksen de denir.

e Merkezin her iki odaga olan uzakligi b<a (a<b )iken
Ja? —b? (x/b2 -a’ )

e Elips tizerindeki bir noktanin odaklara uzaklig toplamu,

b<a (a<b )iken 2a(2b).

e Odaktan gecen ve dogrultmana paralel olan dogrunun elipsi kestigi kirige

elipsin dik dortgensel yanlari(Latus Rectum'u ) denir. Merkezi

orijinde olan elipsin dik dortgensel yanlarinin ug¢ noktalarinin
koordinatlart b<a (a<b )iken

L= (ea, a(l —ez)), L'= (ea,—a(l—ez))

IL=(b(1—e?),eb) L' = (~b(1—e?),eb)|

ILL|=2a(1-€’)=2bv1-¢’ hLL' =2b(1-e?)=2a1—-¢> J

e b<a (a<b )iken
T a b '

e Merkezden her iki dogrultmana olan uzaklik b<a (a<b )iken

b? ( a’ J
Jar-b? (Wh?-a2

olur.

2 2

X y_1

a b
elipsini C ile gosterirsek;elipsin odaklari
F= (\/a2 -b? ,0) F'= (— va’ -b’ ,0)

olur.



124 Elips Ve Ozellikleri-Diizlem Analitik Geometri-Baki Karliga

e C nin parametrik denklemi
a(t) = (a cos d,bsin 9) .

olur.
Sekil 10.2.5.1 deki golgelendirilmis kesitin alani
X
abo i ab arccos(g)
2 2
olur.

(zcosf, bsint)]

Sekil 10.2.5.1

e (a,0) dan (a cos d,bsin 6’) olan uzunluk, E eliptik integral olmak tizere
ae4.0)-E4-0.0).
e @ =2x alarak elipsin sinirladig1 alan1 7zab ve cevresini de 4aE(7y ,€)

olarak buluruz.
e C ninrasyonel parametrik denklemi ;

a(t):(a(l—tz) 2bt )

1+t2 T1+t2

olur.
e C nin homogen koordinatlarda parametrik gosterimi

a(t) = (all —t* )2bt,1+ 1)
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seklindedir.

e C nin kutupsal koordinatlardaki denklemi;
ab

p:
\/a2 sin? @+b? cos’ @

2
e Elipsin odagi kutup noktasi olsun. | =— yani ;yari1 -larus rectum
a

uzunlugu ve odagin apsisi pozitif iken pozitif isaret ,negatif iken negatif
isaret kullanilmak iizere; C nin kutupsal koordinatlardaki denklemi
|
P l+ecosd

e Elipsin herhangi P noktasindaki teget E,ﬁ vektorleriyle ayni
ac1 yaparlar. Bu nedenle F noktasindan ¢ikan 1s1k kaynagi elips
lizerinde yansitilirsa F' noktasindan da geger

e Elips iizerindeki herhangi bir noktadaki teget dogrusunun F ,F’
noktalarina uzakliklar1 ¢arpimi sabit ve b* ye esittir.

e Lahire Teoremi: D,D’ diizlemde sabit iki dogru olsun. iizerinde
P,P’,P" noktalar: bulunan hareketli ii¢iincii bir dogruyu goz 6niine
alalim. Eger P noktasini D iizerinde ,P’ noktasinida D’
tizerinde kalacak sekilde hareketli dogruyu hareket ettirirsek P”
noktas1 bir elips ¢izer.
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df

e
P 0 F\{ﬂ-:ﬂ}
\

Sekil10.2.5.2 Biiyiik yar1 eksen uzunlugu a kiiciik yar1 eksen uzunlugub ve

b_ 0.60lan elips
a
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10.2.5.4.Hiperbol ve Ozellikleri

e>1=e’-1>0 oldugundan;

e Merkezi orijinde olan elipsin eksenini X —ekseni , merkezden gegen ve
dogrultmana paralel olan dogruyu da Y —ekseni alarak olusturulan
koordinat sistemine gore

(10.2.5.1) esitliginde, T = (a,0), A= (2 ,0)
e

olmak iizere ; b =a+ve® —1 almarak

2 2
LD A
a’ b’
denklemi bulunur.
e EkseniniY — ekseni, merkezden gecen ve dogrultmana paralel olan

dogruyu da X —ekseni alarak olusturulan koordinat sistemine gore

T = (0,b),b >0, F = (0,eb), A= (0,2)
e

olmak iizere ; (10.2.5.2) esitliginde a =b+ve® —1 almarak,
X2 y2

a’ er_2
denklemi bulunur.

=1

o b<a (a<b )iken X —eksenine (Y — eksenine) hiperboliin
trasversal ekseni, Y — eksenine( X —eksenine) hiperboliin eslenik ekseni
denir .

o Transversal eksen ile hiperboliin arakesit noktalarina hiperboliin tepe
noktalar denir.
. 2a(2b) uzunluguna hiperboliin transversal eksen uzunlugu

,2b(2a) uzunluguna da hiperboliin eslenik eksen uzunlugu denir.
J Merkezin her iki odaga olanuzakligi b<a (a<b )iken
Ja’ +b? («/b2 +a’ )

olur.
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. Hiperbol tizerindeki bir noktanin odaklara uzaklig: farki b < a
(a<b)iken 2a(2b) olur.

e (Odaklardan gecen ve transversal eksene dik olan dogrunun hiperbolii
kestigi kirise , hiperboliin dikdortgensel yanlari(Latus Rectum'u ) denir.
Merkezi orijinde olan hiperboliin dikddrtgensel yanlarinin u¢ noktalariin
koordinatlar1 ;b<a (a<b )iken

L =(ea,a(e’ -1)) L' = (ea,—a(e® - 1))

L =(b(e? —1).eb) L' = (~b(e* ~1),eb)|

_2b2 ||_|_'_£
b |

a
e b<a (a<b )iken
e_\/a2+b2 [e_\/b2+a2J
a - b

e Merkezden her iki dogrultmana olan uzaklik ta b<a (a<b )iken

L’

Ja? +b? (Ya’+b?
e a =D olmasi halinde hiperbole dikdortgen hiperbol denir. Bu
haldee = /2 dir.
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SekFil.l().2.5.3 : Transversal yar1 eksen uzunlugu , eslenik eksen

uzunlugub ve g = 0.4 olan hiperbol

2 2

X~y
@ b
hiperboliinii C, bunun odaklarini
F= (\/a2 +b? ,0) F'= (—\/a2 +b? ,0)
ile belirtelim. Bu hiperbole eslenik olan
2 2

X
L
hiperboliinii de C' ile belirtelim.

e C nin asimtotu ile C'niin asimtotu aynidir.
C nin digsmerkezligi e ve C'niin digsmerkezligi €' arasinda

1 1

=1

=1

e o2
bagintis1 vardir.

e C nin parametrik denklemi ;

a(0) = (asech,btan ).

Sadece bir kanadi1 veren diger parametrik denklem de ;
a(0) = (acosh @,bsinh @).

Sekil.10.2.5.4 deki golgelendirilmis kesitin alani
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ablog

X+x* —a’
a

ab arccos h(i)
a

» (zcoshf, bsinh @

Sekil.10.2.5.4

e (a,0) noktasindan (a cosh @,bsinh 0) noktasina olan yay uzunlugu , E
eliptik integral , e dismerkezlik, X =acoshé@ olmak lizere;

ajw/ez cosh® ¢ —1dg = —biE[Hi,%j - ai /%df

e C ninrasyonel parametrik gosterimi

a(t):(a(lﬂz) 2ht ]

1-t> "1-t2

seklindedir.
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e C nin kutupsal koordinatlardaki denklemi;
ab

p:
\/a2 sin? @—b? cos’ @

e Hiperboliin odag1 kutup noktasi ise ; C nin kutupsal koordinatlardaki

denklemi
2

| =— olmak iizere;
a

yani yar1 -larus rectum uzunlugu ve odagin apsisi negatif iken pozitif isaret
,pozitif iken negatif isaret kullanilmak {izere;
I

P l+ecosf
e Hiperboliin herhangi P noktasindaki tegeti ; ﬁf, PF’ vektorleriyle ayni
acty1 yaparlar. Bu nedenle ; F noktasindan ¢ikan 1s1k kaynagi hiperbol
tizerinde yansitilirsa ,F' noktasindan da ¢iktigi goriiliir.
e Hiperboliin tizerindeki herhangi bir noktadaki teget dogrusunun F ,F’
noktalarina uzakliklar1 ¢arpimu sabit ve b* ye esittir.
e Hiperboliin herhangi P noktasindan asimtotlara paraleller ¢izerek

olusturulan paralel kenarin alan1 sabit ve a7b birimdir.

e d diizlemde hiperbolii P, P’ noktalarinda ve hiperboliin asimtotlarin1 da
Q,Q" noktalarinda kesen , herhangi dogru ise

[Pl =[P e

Eger d dogrusu hiperbole teget ise P=P’ ve P, QQ’| dogru pargasinin

orta noktasidir.
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10.3.Diizlemde Parametrik Denklemli Egriler

Tanim:
a:1 cR—R?,

a(t) = (x(t), y(1))

doniisiimii i¢in

1.

X:lcR—>R

y:lcR—>R

fonksiyonlar1 ikinci mertebeden stirekli tiirevlenebilirdir.
2.

dy

Vtel igin % ot tiirevlerinden en az birisi sifirdan farkli

3. Vs,itel i¢in a(t) =a(s) < s=t

ozellikleri saglaniyorsa ' ya uygun parametrik egri yayi denir.
Tanmm: | nin t, <t<t_, icin

a:(t,t,)—> R’

P2 i+l
seklinde ifade edildiginde @ uygun parametrik egri yayi olacak sekilde bir
parcalanisi varsa

a:lcR—>R?
dontlistimiine uygun parametrik egri denir.

Tamm:

a:1 cR—-R?,

a(t) = (x(), y(®))

egrisinde X(t), y(t) fonksiyonlar1 rasyonel fonksiyonlar ise egriye
Unikiirsal Egri denir.
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Tanim: Bir E egrisi bir baska C egrisi iizerinde kaymadan yuvarlanirken ,
E ye gore gozlenen bir noktanin ¢izdigi egriye yuvarlanma , rulet yada
spirograf egrisi, gozlenen noktaya da kutup noktasi denir. Bu egrilerin
bilinen en meshurlart sunlardir.

e Yuvarlanan egrinin bir gember sabit egrinin bir dogru olmasi halinde elde
edilen egrilere genel olarak Trokoeid egrisi denir. Ozel olarak gdzlenen
nokta , E egrisi lizerinde ise trokoide Sikloid egrisi denir.

X2
a

paraboliiniin X —ekseni iizerinde yuvarlanirken paraboliin F = (0, a)
odaginin ¢izdigi

y=a cosh(ij
a

egrisine gerdanlik (catanary) egrisi denir.

Simdi haraketli ¢emberin yar1 ¢cap1 a ve gozlenen noktanin hareketli
cemberin merkezine olan uzakligi k olmak tizere , trokoid egrisinin
parametrik denkleminin ,
a(t)=(at—ksint,a—k cost)
seklinde oldugunu gosterelim.
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10.3.1.Trokoid Egrisinin Parametrik Denkleminin Bulunusu

Sekil.10.3.1: Trokoid Egrisi

IPM| =Kk,

OA =X,

P'M|=a, PA =y
A

olmak tizere; Sekil.10.3.1 'den PME dik licgeninden
ksint :|PE ME| =k cost

2

ve kaymadan yuvarlanma geregince |OB| = P(?B oldugundan |OB| = at olur.
X(t) =|OA =|OB| - |PE|

oldugundan da ;

X(t)=at—ksint

bulunur. Benzer sekilde

y(t) =|PA =|MB| - |ME|

oldugundan ,

y(t)=a—kcost

bulunur.
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M Q |M

B Z
. :

il Bt
L
=]

Sekil.10.3.2 : Sikloid (iistte K =a) k = 0.5a (egrilmis sikloid ),K =1.5a
( basik sikloid ) 6zelligindeki trokoid (altta)

k <a iken trokoide curtate (egrilmis) sikloid , k > a durumunda da
poralate (basik) sikloid denir.

Yukaridaki trokoid denkleminde k =a alinirsa sikloidin parametrik
denklemi
a(t) = (a(t —sint), a(l - cost))
olarak bulunur.

Sikloid egrisinin ¢ok degerli fonksiyonu ,
X(t)=at—ksint, y(t)=a—Kk cost
esitliklerinden t yok edilerek

X = arccos(a_ yjiw/Zay— y?
a

seklinde bulunur.

e Sikloidin bir yaymin uzunlugu 8a ve bir yayinin altinda kalan alan da

37ma’.

e Sabit ve yuvarlanan egrilerin her ikisi de ¢ember iken; hareketli gember
dista ise , hareketli cembere gore go6zlenen noktanin ¢izdigi egriye
Epitrokoid Egrisi denir.
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Bu defa da haraketli ¢gemberin yari ¢ap1 a ,sabit gemberin yarigap1 b ve
gozlenen noktanin hareketli gemberin merkezine olan uzakligi k iken ,
epitrokoid egrisinin parametrik denkleminin

alt) = ((a +b)cost —k cos(l + %)t, (a+b)sint -k sin(1 + %)tj

oldugunu gosterelim.
10.3.2.Epitrokoid Egrisinin Parametrik Denkleminin Bulunusu

. 0
P\ P

|
0 b ¢ C X

Sekil.10.3.3
Sabit cemberin merkezini orijin ,iki ¢emberin teget oldugu herhangi
noktay1 da A olarak alalim.O, A noktalarindan gegen dogruyu X —ekseni

,O noktasinda bu dogruya dik olan dogruyu da ,Y —ekseni olarak alalim.
Kaymadan yuvarlanma geregince

Ag: B?" oldugundan at =bé veya 6 = %t olur. Sekil 10.3.3 'den
X(t) =|0C| =|0D|+|DC]|

ve OI\A/ID dik liggeninden ,

|OD| = (a+b)cost

Elé/IP dik liggeninden

IDC]| = ksin Enp

olur. Diger taraftan ;
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A\
6=(;-+EMP

oldugundan
z

wp = (1+ 2yt
EMP = (1+ )t —
b 2

olur .

a
IDC| = —k cos(1 + o)
olmasindan da

X(t) = (a +b) cost — k cos(l + %)t

bulunur.
Benzer sekilde
y(t) = |PC| =|MD| - |ME|
oldugundan ;
A A

OMD,MEP dik liggenlerinden sirastyla ;
IMD| = (a +b)sint,

ME] = k sin(1 +%)t,

y(t) = (a+b)sint — k sin(l + %)t

bulunur.

P

Eger p,q aralarinda asal olan iki say1 olmak {izere ; % =— 1ise

q

yuvarlanan ¢ember ¢ defa dondiikten sonra ilk konumuna geri déner ve
olusan epitrokoid egrisi de kapali bir egri olur.

Eger k =Db alirsak gozlenen nokta hareketli gemberin igimde
kalir. Bu halde egriye episikloid denir.
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10.3.3.Hipotrokoid Egrileri

e Sabit ve yuvarlanan egrilerin her ikisi de cember iken , hareketli gember
icten teget ise ,hareketli cember iizerinde gozlenen noktanin ¢izdigi
egriye Hipotrokoid Egrisi denir.

B 0
t EP=—
0 p (A
Sekil.10.3.4

Simdi de ; haraketli ¢emberin yari ¢gap1 a , sabit gemberin yarigapt b ve
gbzlenen noktanin hareketli gemberin merkezine olan uzaklig: k ise,
hipotrokoid egrisinin parametrik denkleminin

a(t) = [(a —Db)cost +k cos(—1+ %)t, (a—b)sint —ksin(—1+ %)tj

oldugunu gosterelim.

10.3.4.Hipotrokoid Egrisinin Parametrik Denkleminin Bulunusu

Sabit cemberin merkezini orijin ,iki ¢emberin teget oldugu herhangi
noktay1 da A olarak alalim.O, A noktalarindan ge¢en dogruyu X —ekseni, O

noktasinda bu dogruya dik olan dogruyu da Y —ekseni olarak alalim.
kaymadan yuvarlanma geregince ;

M M a
AB=BP' oldugundan ,at =b@ veya 6 = Et olur.

Sekil.10.3.4'den
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X(t) =|OC| =|0D|+|DC]|

A
ve OMD dik tiggeninden ,
|OD| = (a—b)cost

A
ve EMP dik iicgeninden de
IDC| = ksin EMP
olur. Diger taraftan ;
7

wp = (1- 2yt
EMP = (1--)t+
b 2

oldugundan ;

DC| = kcos(1 - %)t

ve

X(t) =(a—b)cost +kcos(l— %)t

bulunur.
Benzer sekilde ;

y(t) =|PC| = |MD| - |ME]|
ve OI@ID , MAEP dik liggenlerinden sirasiyla;

IMD| = (a—b)sint,

ME| = —k sin(1 - %)t
oldugundan;
y(t) = (a—b)cost + k sin(1 - %)t

olur.

P ise
q

yuvarlanan ¢ember ¢ defa dondiikten sonra ilk konumuna geri doner ve

Eger p,q aralarinda asal olan iki tam say1 olmak iizere ; % =

olusan hipotrokoid egrisi de kapali bir egri olur
Eger k =Db alirsak gozlenen nokta hareketli gemberin disinda
kalir. Bu halde egriye Hiposikloid denir.
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Ozel haller :
1

Eger b =k =a ise egri tek bir noktadan olusur.

2.b=k= % egri sabit gemberin gapini verir.
3. b=k =§ ise egriye deltoid denir. Bu egrinin cebirsel denklemi

(x2 + y2)2 —8ax’ +24axy2 +18az(x2 + yz)— 27a% =0

4.b=k = 2 ise egriye astroid denir. Bu egrinin cebirsel denklemi de

olur.

Hipotrokoid egrisinin bir 6zelligi de ; her noktadaki teget dogrularinin
eksenleri kestigi noktalar arasindaki uzakligin sabit ve a degerine esit
olmasidir. Tersine baslangi¢ ve bitim noktalar1 koordinat eksenleri lizerinde
kalarak hareket eden ve sabit uzunluga sahip ,dogru par¢asinin zarfina
astroid denir.

7

/

Sekil.10.3.5: a =3b o6zellikli hiposikloid (Deltoid ),a = 4b 6zellikli
hiposikloid (Astroid)
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10.3.5.Diizlemsel Parametrik Egrilerin Ozel Noktalar
Tanmm: o: 1 c R — Rz,a(t) = (X(t), y(t)) egrisi i¢in

&,
dt
&,
dt

denklem sisteminin ¢oziimiinden elde edilen her bir noktaya, bu egrinin bir
singiiler yada tekil noktasi denir.

Tanim:Bir egrinin uygun parametrik egri yay1 bir alan1 kapatiyorsa , bu
yaya bu egrinin bir ilmigi yada loop'u denir.
Buna gore ; bir egrinin tanim kiimesinde

l.a: (to,tl)—> R?
uygun parametrik egri yay1
2.a(ty) = a(ty)
olacak sekilde ty <t <t; aralig1 varsa bu egri yayr bir ilmiktir.

Bir egri yayr ilmik iken ; a(ty) = a(t]) noktasina ilmik noktasi

denir. Bir ilmigin kendi kendisini kesmeyen egri yay1 oldugu tanimindan
aciktir.

N ilmik

noktasi

ilmik

Sekil.10.3.6
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Tanim:Bir egrinin tanim kiimesindeki birbirinden farkli t;,1 <i <k

parametre degerlerinin hepsi ayn1 P noktasini veriyorsa
yani; P = a(tj),1 <i <Kk oluyorsa ,P noktasina bu egrinin k —kath noktasi

denir.
Her bir singiiler nokta ve ilmik noktas1 iki katli noktadir.

Tamm:Bir egrinin bir P noktasi iki katl nokta iken , P den gecen ve bu
noktada farkl tegetlere sahip olan iki egri yay1 varsa, P noktasina bu
egrinin bir diigiim noktas1 denir.

digim noktas:

Sekil.10.3.7
Tanim:Bir egrinin bir P noktas1 iki katli nokta iken , P den gegcen ve bu
noktada cakisik tegete sahip olan iki egri yay1 varsa, P noktasina bu
egrinin bir cusp veya sivri noktasi denir

Tanim:Bir egrinin bir P noktas1 sivri nokta iken , P den gecen ve bu
noktada cakigik tegete sahip olan iki egri yay1 tegetin farkli tarafinda iseler ,
P noktasina bu egrinin birinci cesit cusp veya birinci cesit sivri noktasi
denir
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Birinci ¢esit
p Sivri Nokta

Sekil.10.3.8

Tamm:Bir egrinin bir P noktasi sivri nokta iken , P den gecen ve bu
noktada cakisik tegete sahip olan iki egri yayi ,tegetin ayni tarafinda iseler ;
P noktasina bu egrinin ikinci cesit cusp veya ikinci cesit sivri noktasi
denir.

e p
ikinci gesit sivri nokta

Sekil.10.3.9

Tamm:Bir egrinin bir P noktasi sivri nokta iken P den gecen ve bu
noktada cakisik tegete sahip olan egri yaylar tegetin her iki tarafinda iki
yana dogru agiliyorsa P noktasina bu egrinin ¢ift cusp veya cift sivri
noktasi denir.
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—=

¢ift sivri nokta

Sekil.10.3.10

a:1lcR—>R?
parametrik egrisi i¢in bazan kolaylik saglamas1 amaciyla asagidaki halleri
kontrol etmek uygun olur.

1. P=a(t,) noktasinda ilk sifirdan farkl tiirev vektoriiniin mertebesi
r,r >1 olsun. Yani; a'”(t,) # 0 olsun.
2. a(t,) vektoriiyle lineer bagimsiz tiirev vektdriia'® (t,),s > r +1

ise ,a egrisinin P = a(t,) noktasinda a'”(t,) vektdriine paralel olan

dogruya gore asagidaki dort durumu s6z konusudur.
@) r tek,s cift

~—
IR

N
L

(i) r tek,s tek
o () a<r>(to)

a(f)
(t)

r tek, s g¢ift
r tek s tek

Sekil.10.3.11 Sekil.10.3.12
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(iii) r cift,s cift
(iv) r cift,s tek

oft)
of(t) o () a” (t)
rocift s tek
r ¢ift s ¢ift
Sekil.10.3.14 Sekil.10.3.15

10.3.6.Parametrik Diizlemsel Egrilerin Degisimi ve Cizimi

a:1 < R— R a(t) = (x(),y(t))
egrisi i¢in,
, dx dy
t)y=|—,—=
() (dt dtj
olmak tizere ;
dy

mt,) = tim S

t—>t, o
degerine (bu deger sonsuz veya sifir da olabilir) P = (t,) noktasindaki
tegetin egimi denir. Teget denklemi
Y = y(ty) = m(t,)(x = x(t,))
esitligi ile bellidir
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Eger bu limit yoksa ; ya P = a(t,) noktas1 ayrik nokta yada bu
noktada teget tek degildir.

10.3.7.Parametrik Diizlemsel Egrilerde Maximum-Minimum Noktalar
ve Konkavhk

Egrinin P = a(t,) noktasinda %(to) # 0 ve tegetinin Y — eksenine

paralel olmadigini yani m(t,) < oo oldugunu kabul edelim. O zaman

d’y dx dyd*x

d’y _ dt> dt dt dt’

dx? ( dx jS
dt
dir. Buna gore;Maximum minimum noktalar ve konkavlik durumlari
asagidaki gibidir.

(1) Maximum-Minimum Noktalar

2
a1 ((jj 2/ (t,) >0 ve m(t,) =0 ise, P = a(t,) noktas: egrinin bir lokal
X

minimum noktasidir.

2
() zxg (t)) <0 ve m(t)) =0 ise ,P = a(t,) noktas: egrinin bir lokal
maximum noktasidir.

2
(3) ((jszl (to) =0 ve m(to) =0 ise R P = a(to) noktasi egrinin bir sahanhk
noktasidir.

2

(i) Eger 3)(2/ (t) fonksiyonu t =t;, noktasinin civarinda isaret degistirmeden

sifir oluyorsa P = a(t,) noktasina kabartil nokta denir.
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d’y
i) B
(ii) Eger ™

degistirmeden sifir oluyor ve m(t,) =0 ise,P = a(t,) noktasina kabartih

(t) fonksiyonu t =t;, noktasinin civarinda isaret

asirilik (extremum) noktasi denir.

2
(iii) Eger d—zy(t) fonksiyonu t =t, noktasinin civarinda isaret
dx
degistirmeden sifir olurken , t =t, noktasinin her iki yaninda da pozitif

deger alryorsa ve m(t,) =0 ise, P =«a(t,) noktas: lokal minimum noktadur.

@iv)

d’y dy
t)=0, —(t,)=0
dxz(o) :dx(o)

\%~

d’y
t

dx? ®

fonksiyonu t =t, noktasinin sag ve sol tarafinda isaret degistiriyorsa ,

P = a(t,) noktas: egrinin bir biikiim noktasidir.
v)

d2
dx?ao)=o

Ve

dy d’y
&(to) = O,dT(to) =0

ise , P = a(t,) noktas: egrinin bir biikiim noktasidir.

(II) Teget Dogrusuna Gore Konkavhik

d 2
() 2 ()>0 P=a(,)
noktasinda egrinin konkavligi , bu noktadaki tegetin iistiine dogrudur.
2
® $Y,)<0 P=at,)

dx?
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noktasinda egrinin konkavlig1 , bu noktadaki tegetin altina dogrudur.

d’y dy
()dxz(o) > g B

Y]

d’y
t

dxz()

fonksiyonu t =t, noktasmnin sag ve sol tarafinda isaret degistiriyorsa

P = a(t,) noktasindaki teget dogrusuna gore konkavlik yon degistirmektedir.

Bir parametrik egrinin sivri noktalarinin cinsini belirlemek i¢in
asagidaki yolu izleyebiliriz:
P =af(t,) sivri noktasindaki teget dogrusunun denklemi
Y=mX+n
olmak tizere ;
f(t)=yt)—mx(t)—n
icin eger f(t) >0 ise egri tegetin istiinde, f(t) <0 ise
altinda kalir.t =t, noktasinin her iki yaninda , f (t) fonksiyonu ayni isarete
sahip ise P = a(t,)ikinci ¢esit sivri noktadir. t=t, noktasinin iki yaninda,

f (t) fonksiyonu farkli isarete sahip ise , P = a(t,)birinci gesit sivri noktadir.

10.3.8.Diizlemde Parametrik Egrilerin Asimtotlar:
a:1 =R —R%,a(t) = (x(1), y(t))

egrisi i¢in

lim X(t) =200 veya lim Y(t) = toooluyorsa egrinin t =t noktasinda
t—t, t—t,
sonsuza giden kolu vardir.
(1) lim X(t)=X,, lim Y(t) = =00

t—>1, =t

oluyorsa ,egrinin Y —eksenine paralel asimtotu X = X,
dogrusudur.

(2) lim X(t)=%0 [im Y({t)=Y,
tot, t—>t,
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oluyorsa , egrinin X —eksenine paralel asimtotu y =y, dogrusudur.
() lim X() =20 lim Y(t) = Foo

t—1, t—1,

iken

M= 1lim @

t—t, X(t)
olmak iizere ;
@) m =t veya m=0 oluyorsa , egrinin asimtotlar1 bu noktada
sonsuza atilmistir .
(ii) m=0 ve m<oo ise m egik asimtotun egimidir. Bu durumda ;
N= tim [y(t)—mx()]
t—t,

icin N =+ ise egrinin bu noktadaki asimtotu diizlemin sonsuzdaki
dogrusudur.

(i) mM=0vem<oo n= tim [y(t)—mxt)]<oo
t—t,

ise
Y=mX+n
egrinin egik asimtotunun denklemidir.

Bir parametrik egrinin asimtota asimtotun altindan mu iistiinden
mi yaklastigim1 belirlemek icin asagidaki yol izlenebilir :

Y=mX+n

egrinin egik asimtotunun denklemi olmak {izere;

g(t) = y(t) —mx(t) —n

fonksiyonunun isareti t =t, civarinda incelenerek g(t) >0 oldugu yerlerde
egrinin asimtota tstten, g(t) <0 oldugu yerlerde egrinin asimtota alttan

yaklastigini belirleriz.
g(t) = 0 oldugu noktalar egri ile asimtotun kesistigi noktalardir.

10.3.9. Parametrik Denklemli Egrilerin Simetri Eksenlerinin
Bulunmasi

a:1 ¢ R— R a(t) = (x(),y(t))
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egrisinin | tanim kiimesi simetrik iken ,
o S Q.N ,Q noktasindan gegen ve normali(dogrultman vektorii) N olan
dogruya gore simetriyi gostermek lizere

Sq.§ (@) =a(-)

oluyorsa egri bu dogruya gore simetriktir.
e S, Q noktasina gére simetriyi gostermek tizere;

Sq(a(®) = a(-t)

oluyorsa ,egri Q noktasina gore simetriktir.

Ozel Haller :
(1) X —eksenine gore simetri
X —ekseninin denklemi y =0 oldugundan orijinden gecer ve normali

N =(0,1) olur
Sq.N (@®) = (xO.~y(®) = (x(-1).y(-1)
esitliginden
X(t) = x(-t)
-y =yt
bulunur.

(2) Y —eksenine gore simetri
Benzer hesaplamalarla

— X(t) = x(-t)

y®) =y(-t)

(3)y = X dogrusuna gore simetri
X(t) = y(-t)

y(®) = x(-t)
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10.3.10.Diizlemde Parametrik Denklemli Egrilerin Cizimleri
Cizimde asagidaki siray1 izlemek uygun olur :

(1)Egrinin uygun parametrik egri yaylari bulunur.

(2)Ozel noktalar (maximum, minimum ,sivri, diigiim ,ilmik gibi )varsa
bulunur.

(3)Egrinin eksenleri kestigi noktalar, t = +oo i¢in limit alarak, o(—), (o)
noktalar1 varsa bulunur

(4) X(t), y(t) fonksiyonlarinin artan azalan oldugu araliklar belirlenir.
(5)Asimtotlar bulunur.

(6) Bulgular tabloya gegilir.

(7) Egri cizilir.
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Ornek.1 :

a(t) = te' %)

(1)Egrinin uygun parametrik egri yaylar:

egrinin a'(t) = 0 olacak sekilde bir noktasi yoktur ve ikinci mertebeden
stirekli tiirevlenebilirdir.

te' =se
alt)=a(s) = {tz

S

e' =s’e’

sisteminden t # 0 iken a(t)=a(s) < t=s
bulunur.

O halde egrinin

a:(~0,0)> R’

ve

a :(0,00) > R?

seklinde iki uygun parametrik yay1 vardir.
2

X(t) = (1+t)e'

y(t) = (t* +2t)

X(t) = (2+1t)e'

y(t) = (t* +4t+2)e'

y(=2)=0,y(0) =0 ve y'(-2) <0,y"(0) >0

oldugundan (0) = (0,0) noktas1 lokal minimum nokta,

a(-2) = (~2¢7 4e7?)

noktasi lokal maximum noktadir.

{)‘((t) =0
y(t)=0

denklem sisteminin ¢6ziimii bulunmadigindan egrinin sivri noktasi yoktur.
lim a(t) =(0,0) =a(0) ve (— 00,0) aralik oldugundan « : (— oo,O) 5 R?

t——o0
egri yay1 ilmiktir ve (0,0) noktasi ilmik noktasidir.
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3)
lim a(t) =(0,0) = a(0)
t——o0
lim X(t) =+, lim Y(t)=+o
t—>+o0 t—>+o0
olur.
x(t)=te' =0

denkleminin ve
y(t) =t’e' =0 denkleminin tek ¢dziimii t = 0 oldugundan egri eksenleri
sadece (0,0) noktasinda keser.
(4)
( 00,— 1) icin X(t) < 0 oldugundan x(t) fonksiyonu azalan
( l,oo) icin X(t) > 0 oldugundan x(t) fonksiyonu artan
( 00,— 2) (0,+oo) icinXx (t) < 0 oldugundan y(t) fonksiyonu
artan
€ (— 2,0) icin y(t) < 0 oldugundan y(t) fonksiyonu azalandir.
(5)Egrinin asimtotlar1 yoktur.

()
t — o0 -2 -1 0 + 00
Xt | + o+ + + +  +
yit) [+ + o _ _ + +
X(t) |0 azalan |artan artan artan + 0
-2
e2
y(t) 0 artan 4 |azalan azalan artan + o
2
e
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4/e

S

*2/62

Sekil.10.3.16

Ornek.2 : a(t) = t !
o 1+t A+t -2)

t(t +2) 1-2t j

1+ (1+1)*(t-2)°
2 f—

o' (1) = 2 .y o(t : t+1)3

1+t (A+t)y’(t-2)
esitliklerinden goriildiigii gibi t =—1,t =2 disinda stirekli ve
tirevlenebilirdir.
o' (t) = t(t+22)’ 12—2t _|=0.0)

1+t A+t)°(t-2)
esitligini saglayan hicbir nokta yoktur.
t? s’ 1 B 1
1+t 1+s (1+t)(t-2) (1+5)(s-2)
o t2—t-D)(s—t)=0-1#t=2
1-v5 . 1445

5 =t #

2

1) a'(t) =(

alt)=a(s)

&s=t-1=#t=#2, t

olur.
Buna gore egri asagidaki dort uygun parametrik egri yayindan
olusur.
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Bunlar;
a'(—oo—l)—)Rz a'{—liJ—)Rz a(i 1+ﬁ\]_>R2
o S ) T T
a:(1+2\/§,2j—>Rz,a:(2,+oo)—>R2
1-+/5 3 1+4/5 o
(Z)a(T]—a{ 5 }_(1, 1)
ve
;| ——, —R
2 2

uygun parametrik egri yay1 oldugundan bu yay ilmik ve (1,—1) ilmik
noktasidir.

A 1-2t
yh=5 t(t—2)%(t+1)
) = _1
yt)=0=>t= 5

yx—Xy  2(t+ DGt +3t7 +t7 -4t +4)
X’ (t-2)°t°(t+2)’

y'(t) =

y"(1/2) <0 oldugundan a(%) =(1/6,-4/9) noktasi lokal minimumdur.

{)‘((t) =0
y)=0
denklem sisteminin ¢6ziimii bulunmadigindan , egrinin sivri noktasi yoktur.

(&)
t
x(t)= I+t

ve a(0)=(0,—-1/2) noktasinda Y —eksenini keser. y(t) = 0 esitligini
saglayan hi¢bir nokta bulunmadigindan egri X — eksenini kesmez.

2

=0=t=0
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li t2 o, i ’ 400, i 1 1
m - =—9%, m T = i m . =Y m - =
t—)—OO1+t t—)+001+t t_)_oo(1+t)(t—2) t_)_+_oo(1+t)(t—2)
4
X(t):M=O:>t:O,t:—2
(t+1)
t —0 -2 -1 0+
x|+ + | |+ +
_ 12—2t 2:0:”:1
(1+1)“(t-2) 2
t o % + o0
y(t)|+ + +
5
IN t2 00 i t2 ~+00 I ! +00 IN !
m =%, m = 5 m . = s m . .=
_1+ 1+t _(+t)t-2 1+t)(t-2
t—>-1 t 17" t—> -1 ( X ) t—>—1+( X )
t 1 1
lim —=y, lim ——————=-%, lim ——————=+4®
1+t /3 A+t (-2 1+t)(t-2
toolet 73 an-2) T (e h(t-2)

oldugundan egrinin t = —1,t =2 noktalarinda sonsuza giden kollar1 yani,
asimtotlar1 vardir.
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.y . 1 —1
M= lim —_-= lim N
t>-1XO t5-1t7t-2) 3

3 2
_ _ g U243 -7
n= lim [y®)-mx®]= lim 3A+0(E-2) 9

t—>-1 t—-1
bulunur. Buna gore ;egik asimtot
y-_X_7

39

olur. Yatay asimtot da

-4

bulunur.



158 Parametrik Egri Cizimlerine Ornekler-Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhga

(6)
t —0o =2 -1 1_\/5 0 % 1+\/§ 2 + 00
2 2
+ o+ || |+ |+ + ++ o+ +
X(t)
+ + + + |+ + + + |+ + _ _ o o
y()
X - -4 —o0 | + 1 0 % % + o0
y | - -1-1/|-4 1 —w0 |+ 0
0 A + o0 © A A o ©

(7

-7/3

Sekil.10.3.17
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10.3.11.Siiper Elipsler

Bugiin analitik geometriyi bilgisayardan bagimsiz,bilgisayar1 da
analitik geometriden bagimsiz diisiinmek miimkiin degildir .Analitik
Geometrinin bilgisayar uygulamalari sayesinde daha ¢ekici ve daha gorsel
hale gelecegi denenerek goriilebilir. Tersine bilgisayar programlamada
ozellikle de grafik programlamada ve grafik tasarimda analitik geometrinin
yeri ve hizmeti ¢ok acgiktir. Bu nedenle ; grafik tasarimda siirekli kullanilan
siiper elipsi de burada vermeyi uygun bulduk.

Diizlemde merkezi orijinde bulunan siiper elipsin parametrik denklemi

a(p) = (rx cos” 9, ry sin" ¢j,0 <p<L2r,0<n<o
seklinde olup buradaki Mo ry degerleri egrinin eksenleri kestigi noktalardir
yani ;egri 2rX genisliginde ve 2ry yiiksekligindeki dikdortgenle

kapatilmigtir.

Sekil 10.3.11.1
Parametrik denklemi kullanarak , aciyr diizglin degistirirsek ornege bagl
egrilige sahip , egri 6rnekleri vardir.
Bu egrilerin kapali denklemleri de

F(x,y) {i}% .

olmak iizere
1. f(x,y)=1ise (X,Yy) noktasi siiper elips ilizerinde yatar
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2. f(x,y)<lise (X,Y) noktasi siiper elips i¢inde yatar
3. f(x,y)>1 ise (X,Y) noktasi siiper elips disinda yatar.

+l =1

r
y

esitliginden y cekilerek ;

X
=r,|l1-|—
y ’ [rX]

bulunur.

f(Xﬂy)(r_J

X

n
2\2
n

n degerini degistirerek siiper elipslerin sekilleri kontrol edilir.Bunlardan

bazilar1 asagida tabloda verilmistir.

r,T, Elde Edilen Sekil
0 - Dikdortgen
0 r, =T, Kare
<1 - Yuvarlatilmig
Dikdortgen
=1 - Elips
=1 L =1, Cember
=2 - Eskenar Dortgen
>2 - Astroid
—> ® - Art1 Isareti
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S0t

Sekil.10.3.11.2
Siiper elipsler daima her bir bolgede n nin farkli degerlerine karsilik

n=0 Qan<l

$=0,¢0= §,¢ =7,0= 37” degerlerindeki noktalardan gecer .

10.4.Kapah Denklemle Verilen Egrilerin incelenmesi

Tanim: Bir egrinin herhangi koordinat sistemindeki F(X,y) =0 denklemi
koordinatlardan birine gore ¢ozililemiyorsa , bu denkleme egrinin kapali
denklemi denir.
Tamm: F(X,y) =0 seklinde verilen egrii¢in F(X,y) fonksiyonu X,y nin
iki degiskenli polinomu ise egriye cebirsel egri ,diger hallerde Transandant
(cebirsel olmayan) egri denir.
Tammm:Bir F(Xx,y) =0 egrisi i¢in F(X,y) = f(X,y)g(X,y) seklinde
yazilabiliyorsa egriye parcalanabilir egri denir .Bu durumda egri

f(X,y)=0 ve g(X,y) =0 denklemli egrilerin birlesiminden olusur.

10.4.1Cebirsel Egriler

Tanmm:Cebirsel F(X,y)=0 egrisii¢in F(X,Y) polinomunun derecesine
cebirsel egrinin derecesi denir.

Cebirsel egriler teorisinde pek fazla 6neme sahip olan asagidaki
teoremi vermek uygun olacaktir.
Teorem.10.4.1 (Bezout Teoremi): Ortak parcasi bulunmayan n. ve p.
dereceden iki cebirsel egrinin tam n.p —tane arakesit noktasi vardir.

Buradaki arakesit noktalar1 sonlu (katl veya sanal gibi) yada sonsuzdaki
noktalar olabilir.
Teorem.10.4.2 : Eger
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FOGY)=a,y" +ay ™ x+. 4,y +a,x"
seklinde homogen bir polinom ise; F(X,Y) =0 denklemi orijinden gecen tam

n —tane dogrunun birlikteki denklemidir.

Ispat : F(X,y) =0 denklemini x" ile béldiikten sonra m Y alarak

X
F(x,y)=am"+am"+_ +a, m+a, =0 (10.4.1.1)
denklemi bulunur. (10.4.1.1) denkleminde a, # 0 ise bu denklemin n —tane
sonlu m;,i =1,...,n kokii vardir. Buna gore ; (10.4.1.1) denklemi
F(X,y)=a,(m—m;)(m-m,).. m-m;)=0
olur.
Buradan ;
y-mx=0,i=1L..,n
bulunur.

Eger (10.4.1.1) denkleminde a, =0,a, #0 1se denklemin
koklerinden m; =co ve buna karsilik gelen dogruda x=0 olur.

Eger (10.4.1.1) denkleminde a, =0,a, =0,a, #0 ise denklemin
koklerinden m; =oo m, =00 ve bunlara karsilik gelen dogruda x =0
olur.

Eger (10.4.1.1)denkleminde a, =0,8,,,, #0 ise denklemin
koklerinden m, =0 ve buna karsilik gelen dogruda y =0 olur.

Eger (10.4.1.1) denkleminde a, = 0,8, =0,8,, #0 ise
denklemin koklerinden m,_;, =0 m, =0 ve bunlara karsilik gelen dogru
da y=0 olur Boylece denklem biitiin hallerde n —tane dogrudan olusur.

F(x,y)=0 seklinde verilen egri i¢in;
Fe+Fyy' =0
-F (104.1.2)

Fy¢0:> y,:F—X

y
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Fo+2F Y +F, (Y) +F,y" =0
Fo+2Fy Y +Fy (Y)?
— Fy
(Fy)?Fy —2FF,Fy, + Fy (F)?
-(F,)’
esitliklerini goz oniine alalim.

F, 20> y"=

F, 20> y"=

(10.4.1.3)
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10.4.2.Kapal Denklemli Egrilerin Ozel Noktalar1 ve Teget Denklemleri
Tamm:

F(x,y)=0
F.(X,y)=0
F,(x,y)=0

denklem sistemini saglayan her bir noktaya egrinin bir tekil yada singiiler
noktasi denir.
Tekil olmayan bir P noktasindaki teget dogrusunun egimi

yr| — B FX|P
P

Fy‘ P
degerinden , teget ve normal dogrusunun denklemi de sirasiyla
P =(X,,Y,) olmak lizere
— |:X|

P

(X_Xo)

(X=X,)F,[, +(y=Y,)F,|, =0

(y_y0)=

y

V‘P

(Y=Y, = (X—X,)
Ry,
(X=%,)F,| = (y=y)F,|, =0
olur.
Tekil bir noktadaki teget dogrusu tek degildir.
Eger

(Fu- Fy s Fyy) #(0,0,0)

ise , egrinin en ¢ok iki farkli teget dogrusu vardir. Bu teget dogrularinin
egimleri ,

Fo+2F Y +F, ()’ =0

denkleminden Yy’ ¢o6ziilerek bulunur. Buna gore ;

A=4{(F) —FyFy)

olmak iizere;
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1. A > Oise egrinin iki farkl tegeti vardir. Bu durumda bu noktaya Diigiim
Noktasi denir.

diigiim noktasi

Sekil.10.4.1
2.A =0ise egrinin ¢akisik tek tegeti vardir. Eger egrinin kollar1 tegetin
tek bir yaninda kaliyorsa bu noktaya egrinin birinci cins sivri noktasi denir
Eger egrinin kollar1 tegetin her iki yanina dogru aciliyorsa bu noktaya
egrinin ikinci cins sivri noktasi denir.

Birinci gesit
p Sivri Nokta

Sekil.10.4.2.
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ikinci ¢esit sivri nokta

Sekil.10.4.3
A <Oise egrinin kollar1 sanaldir. Bu 6zellikteki noktalara yalniz noktalar
denir.

Eger

(Fxo ny ) I:yy) =(0,0,0)

A\

(Fy> Fxxy > Fxyy s Fyyy ) # (0,0,0,0)

ise egrinin en ¢ok li¢ farkli teget dogrusu vardir. Bu tegetlerin egimleri
(10.4.1.3) denkleminin birincisinden tiiretilerek elde edilen ;

Foo +3F Y +3F,, (Y) +F,(y)' =0
denkleminden, Yy’ ¢oziilerek bulunur.

Eger
(Fx ny ) I:yy) =(0,0,0)
ve
ise egrinin en ¢ok dort farkli teget dogrusu vardir.
Bu yonteme devam edilerek bir tekil noktadaki biitiin teget dogrulari
bulunur.
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Tamm :
F(x,y)=0
Fy(X,y)=0
F,(X,y)#0
sistemini saglayan her bir P noktas1 i¢in
- Fxx P
Fyle

olmak tizere ; y"

"

y

P

» >0 ise P noktasi egrinin minimum, y"|P <0 ise

maximum noktasidir.

yn S = 0
Ve
- I:xxx|P
ym _ )
Fyle

ise P noktas1 egrinin biikiim noktasidir.
Yukarida verilen tanima gore kapali denklemle verilen bir egrinin
maximum ve minimum noktalar1 sirasiyla

F(X,y)=0
F(X,y)=0
F,(xy)#0
RS P <0
Fy
F(X,y)=0
F.(x,y)=0
F,(Xy)#0
__FXX>O
Fy

sistemlerinin ¢6ziimiinden bulunur.
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10.4.3.Cebirsel Egrilerin Kath Noktalar:

F(X,y)=0 denklemiyle verilen n.dereceden bir egrinin bir noktasi
P=(X,,Y,) olsun P =(X,,Y,) noktasindan gecen ve dogrultman vektorii
U =(a,b) olan bir d dogrusunun , egri ile arakesit noktalarini arastiralim. O
zaman 0 dogrusunun parametrik denklemi ;

d...(X,¥) =(X,,Y,) + A(a,b)
veya

d.x=Xx,+4a,y=y,+4b
olur. Arakesit noktalar1 da ;

F(x,+1a,y, +Ab)=0
denkleminin her bir ¢oziimiinden elde edilen A degerine gore belirlenir.
F(X,y)=0 n.dereceden bir egri oldugundan F(X,y) nin n den biiyiik
tiirevlerinin hepsi sifirdir. Buna gore ;

f(1)=F(x, +1a,y, + Ab)

fonksiyonunu A = 0 noktasi civarinda Taylor serisine agarak;
f (/1)=F(x0+ﬂa,y0+/1b)

2 n
A A (n)
p )+ (@F p )t (@F +bF, ) | b

=F(x0,y0)+/1(aFX| P+be| Xx| p+230F P+b2Fyy|

olur. P = (X,,Y,) noktasi egri lizerinde oldugundan F(x,,y,)=0 ve

ln

2
p:
F(x,y):ﬂ(aFX| P+be| p)+ (aF yy| Pt

+2abFX

| y o +b2F (aFX+be)(n)|P:0

bulunur.

e (aF,|, +bF |,)#0=>1=0

bu denklemin bir katli kokiidiir. Eger d dogrusu egrinin tegeti degilse ; d
dogrusu egri ile ayni noktada 1 —defa kesisir. Eger d dogrusu egrinin tegeti

1S€
y'| =M :E
i a

oldugu goz oniinde tutularak; (aF, +bF, )| » =0 seklinde bulunur. Yani bir

egrinin tegeti egriyi tekil olmayan bir noktada birden fazla katlilikla kesen
tek dogrudur.
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e (aF,|, +bF,|,)=0,(a’F,|, +2abF, |, +b*F,|,) #0=1=0

bu denklemin iki katli kokiidiir. d dogrusu egrinin tegeti degil ise d
dogrusu egri ile ayni noktada 2 —defa kesisir.

< 9 e b 5 )
Eger d dogrusu egrinin tegeti ise y’| p =M =— olacagindan, daima
a

(azFxx|P +2abey P+b2Fyy|P) = az(Fxx|P +2ny Py,|P + Fyy|P(y’ P)z) :O

olur. Bu egrinin tegetlerinin bir iki katli noktada , egriyi ikiden fazla
katlilikla kestigini gosterir. Bu durumda egrinin tegetlerinin birlikteki
denklemi ,

Y= :E,aZFXX|P +2abF,,
X-x, a

esitliklerinden a,b yok edilerek

s 4D’ F, [, =0

(X= %) Falo +20¢= X )Y = Yo )Py [p+(y = ¥4)  Fpy [ 5 =0

seklinde bulunur.
(aF,|» +bF,|,) =0,(aF, +bF,)’|, = (aF,|, +2abF,
(@R, + be)(k_l)| p =0,(aF, + be)(k)| p 70

egerd dogrusu egrinin tegeti degil ise A =0bu denklemin k — kath
kokiidiir Bu nedenle; d dogrusu egri ile ayn1 noktada k —defa kesisir.

P-’_szyy|P):O

Egerd dogrusu egrinin tegeti ise F(X,y) =0 esitliginden tiirevler alip

Yo =m="2

i a

oldugu g6z oniinde tutularak ,

(aF, +bF )|, =0

oldugu goriiliir . Yani;

bir k — katli noktada tegetler egriyi k dan fazla katlilikla kesen
dogrulardir.
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Ozet olarak ; P noktasin in F(X,y) =0 egrisinin k — katl1 noktas1 olmasi
icin gerek ve yeter sart f(X,y) fonksiyonunun i. mertebeden kismi
tirevleri i > k —1, P noktasinda sifir olmalidir.

Teorem.10.4.3.1: Cebirsel bir egri koordinat sisteminin orijininden
geciyorsa ,orijinin katlilik mertebesi,denklemin en diistik dereceli
terimlerinin derecesine esittir. Orijinden gecen egrinin orijindeki tegetlerinin
birlikteki denklemi en diisiik dereceli terimler sifira esitlenerek bulunur.

Ispat:Cebirsel egrinin en diisiik dereceli teriminin derecesi | >1 olsun. O
zaman egrinin denklemi

F(x,y)= ¢m (X, y)+ ¢(m—1) (X, Y)+...+ ¢(I+1) (X, y)+ ¢| (X,y)=0,m>1

seklinde homogen polinomlarin toplami olarak yazilabilir. Orijinden gecen
herhangi dogrunun denklemi ,U = (a,b) dogrunun dogrultman vektorii olmak
Uzere;

Xx=Aa,y=A1b

olur.

Bu dogru ile bu egrinin arakesit noktalar1

A (@,b)+ A" Vg @b)+...+ A Vg (@) + A'g (a,b) =0,m >
denklemin koklerinin belirledigi noktalardir. Bu denklemin koklerinden

| —tanesi sifir oldugundan orijin bu egrinin | — katli noktasidir. Bu
noktadaki tegetlerin hepsi belirsiz katsayilar nedeniyle ¢ (a,b)=0
denklemini saglarlar. Yani; egrinin orijindeki tegetlerinin birlikteki denklemi
¢ (X, y) =0 olur.

Teorem.10.4.3.2:Pargalanamayan {i¢iincii dereceden bir egrinin birden fazla
iki katli noktas1 bulunamaz.
Ispat: Ugiincii dereceden egrinin iki tane farkl iki katli noktas1 bulundugunu

kabul edelim. Bu noktalar P,Q olsun. O zaman |PQ| dogru parcasi egriyi P
de iki Q da daiki defa olmak iizere dort defa keser yani dort noktada
keser. Bu ise egri li¢iincii dereceden oldugundan Bezout Teoreminden
imkansizdir. Eger |PQ| dogru parcasi egrinin bir pargasi ise yani egri biri
ikinci dereceden digeri birinci dereceden iki ¢arpana ayriliyorsa bu halde
egri bir konikle |PQ| dogrusuna parcalanmis egri olur.
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Ornek:

3 2 2 2 2

XXy Xy Xyt Xy

125 100 80 64 25 16 5 4
denklemiyle verilen egrinin iki katli noktalar1 aranirsa yani
F(x,y)=0

F.(xy)=0

Fy(x,y)=0

(Fa (69, Fy (X, ), F,, (%)) % (0,0,0)
ozelligindeki noktalar aranirsa ; P = (5,0),Q = (0,4) noktalar1 bulunur. O
halde bu egri pargalanabilirdir. P, Q noktalarindan ge¢en dogrunun denklemi

54_1_ :O
5 4

oldugundan denklemin sol tarafi X in azalan kuvvetlerine gore diizenlenip

L

5 4

ifadesine bollinerek ,
2 2
X_ + y_ -1
25 16
bulunur .O halde egri

SRR A )
54

dogru su ile
2 2

X’y

25 16

elipsine pargalanmis olur.

Teorem.10.4.3.3: iki katli noktas1 bulunan iigiincii dereceden bir egri
tinikiirsaldir.

Ispat: iki katli nokta P olsun .Egri iigiincii dereceden oldugundan , P
noktasindan ¢izilen herhangi bir dogru egriyi P de iki defa kestiginden
Bezout Teoremine gore bir tiglincli Q noktasinda da keser. Buna gore
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P =(X,,Y,) noktasindan gegen herhangi dogrunun denklemi

Y=Y, =t(x=X,)

oldugundan egri ile bu dogrunun arakesit noktalarinin apsisleri

F(X, Y, +t(X=X,))=0

denkleminden elde edilir. Bu denklemin sol tarafi

X — e gore {iglincii dereceden olup (X —X,)” ile béliinebilir. Bolim x —e
gore birinci dereceden oldugundan katsayilardaki t ancak rasyonel olarak

bulunur. Eger boliim
Ax+B ise A,B t ninrasyonel fonksiyonlaridir. O zaman

F(X, Y, +t(X=X,)) = (X=X,)*(AX+B ) =0

olur. P =(X,,Y,) noktasindan farkli noktanin apsisi

_—B@®
0=
olur.
Bt
y(t) - yo - XOt _X

da ordinatidir. Bu bize egrinin global parametrik denklemini verir.
Ozel olarak bu iki katli nokta orijin ise ii¢lincli derece egrinin denklemini
homogen polinomlara gore yazarsak ¢, (X,y)+@,(X,y) =0 olur. Bu egriyi
orijinden gegen Yy = tX
dogrusu ile kesersek ,kesisme noktalarinin apsislerini veren denklem
$, (%, + 6, (X, 1) = 0
veya
o, (L) +x*¢, (1,1) =0
X*(xgh (1,0 + ¢, (1)) = 0

olur. Bu durumda; dogrunun egriyi kestigi, orijinden farkli noktanin apsisi

B ¢2 (lat)
t)y= 27
ARRPTEY
ve ordinati da ,
y(t) — - t¢2 (lat)

¢3 (Lt)



174 Kapah Denklemli Egrilerin Ozel Noktalar: -Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhga

olur. Boylece egrinin global parametrik denklemi bulunmus olur.
Teorem 10.4.3.4: (n—1).mertebeden katli noktas1 bulunan her n.

dereceden egri tinikiirsaldir.
Ispat: (n—1). mertebeden katli nokta orijin degil ise koordinat sistemininin

orijinini bu noktaya oteleyebiliriz. Bu nedenle bu noktay1 orijin almak
genelligi bozmaz. O zaman egrinin denklemi

P (%, Y) + Py (X, y) =0
olur. Bu egriyi orijinden gecen y = tx dogrusu ile kesersek ,kesisme
noktalarinin apsislerini veren denklem

Pn (X, 1) + Py (X,1X) = 0
veya
X", (1L,t) + X" Vg (1L, =0
veyahut ta
X" Xy (10 + o) (L) = 0
olur. Buradan orijinin disinda bu denklemi saglayan noktalarin apsisi ,

- Lt
X(t) = Pinny (L1)
, (L,1)

ve ordinati da

— Py (L1
y(t) = — "

¢, (1,1)
olarak bulunur.
Ornek : x*(x=2y)-y(x* -=y*)=0
egrisi dordiincli dereceden ve orijin bu egrinin ii¢ katli noktasidir. Bu
nedenle; y = tx ile egriyi kesistirip ,egrinin global parametrik denklemini
t(t> -1 t*(t* =1)

x(t) = ———2,y(t)=———

© 2t -1 y® 2t -1
seklinde buluruz.
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10.4.4.Homogen Koordinatlarda Kapal Denklemli Egriler

Homogen koordinatlarla verilen bir egrinin denklemi

f(X,Y,Z)=0

olsun. Eger

Vi(X.,Y,2Z)=(f,,f,,f,)#(00,0)
olan noktalar i¢in bu egrinin tegetinin homogen koordinatlardaki denklemi

Xfy|p +YE, |p +Zf, [, =0

bi¢ciminde tanimlidir.

f(X,Y,Z) =0 homogen denklemiyle verilen egrinin ister sonlu ister
sonsuzda bulunan noktast P =[(X,,Y,,Z,)] olsun. Bu noktadan gecen
herhangi bir dogru d olsun. Bu dogrunun {iizerinde bulunan herhangi
degisken noktanin homogen koordinatlari

[(X, + XY, +AY,Z, +4Z)]

olur. Bu dogru ile egrinin arakesit noktalarinin A parametre degerleri
g(A) = f(X, +AX,Y, + AY,Z, + AZ)=0 fonksiyonunu A =0
noktasi civarinda Taylor serisine agarsak;

9(A) = F(X,Y0,Zo) + AX ([ o) +Y (Fy o)+ Z(F,] )+

2

?(Xz(fxx|P)+2XY(fXY|P)+2XZ(fXZ|P))+2YZ(fYZ|P)+ZZ(fZZ|P)+...+

n

W(X(fx)>+Y(fY>+Z<fz))<”)|p+---

olur .

e Eger

VE(X,Y,Z)=(f,,f,,f,)#(0,0,0)

ise bu denklemin bir tek 4 =0 kokii vardir

Yani dogru egriyi P de bir kat keser. Bu halde dogrunun egriyi P de iki kat
kesmesi i¢in

X(fy|p)+Y(fy|p)+2(f;|pr=0

olmalidir. Yani P noktas1 bu noktadaki teget iizerinde olmalidir.

e Eger
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VE(X,Y,Z)p =(fx. Ty, T ) =(0,0,0)

ve f(X,Y,Z) fonksiyonunun P noktasinda , biitiin i < | mertebeden

kismi tiirevleri sifir oluyorsa , P noktasina egrinin | —kath noktasi denir.
f(X.,Y,Z)=0

egrisinin homogenlik derecesi n ise Z # 0 olmak {izere;

X Y
=—,y=— f(xy,)=F(x,
X=—y=— TOLY.D=FY)

alarak,

f(X,Y,2)=Z"F(x,Y)
bulunur. Bu esitligin her iki yaninin X,Y degiskenlerine gore tiirevini
alirsak

f (X,Y,Z)=Z""F (x,Y)

f,(X,Y,Z)=2"" F, (X Y)
bulunur. Bu denklemlerden yararlanarak asagidaki tanimlar1 verebiliriz.
Tanim:

Vi y) = (fe, fy, f,)#(0,00)

ozelligine sahip noktalara egrinin adi noktalar1 denir. Adi noktalar sonlu
yada sonsuz olabilir.

Tamm:

vi(x,y)=(f,, f,,f,)=(0,0,0)

ozelligine sahip noktalara egrinin tekil noktalar: denir. Tekil noktalar sonlu
yada sonsuz olabilir

Tamm:

f(X,Y,Z2)=0
Z=0

sistemini saglayan noktalara egrinin sonsuzdaki noktalari denir.

Sonsuzdaki noktalar adi yada katli noktalar da olabilir.

Eger f(X,Y,Z) fonksiyonunu Z nin artan kuvvetlerine gore

yazarsak;
f(X,Y,2)=4,(X.Y)+4,.,,(X,Y)Z +¢(n_2)(X,Y)Z2 ot g, (XY)Z" + .+
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olur.

f(X,Y,Z2)=0

egrisinin sonsuzdaki noktalari
P (X,Y)=0
Z=0

sisteminin ¢oziimleridir. Eger ¢, (X,Y) fonksiyonunun bir ¢arpan1 aX +bY
ise bu egrinin sonsuzdaki bir noktast
aX +bY =0,Z2=0
sisteminin ¢oziimiidiir yani; P =[(b,—a,0)]dur.
Eger
axX +by , ¢,(X,Y)
fonksiyonunun tek katli carpani ise
O¢n (X,Y) 9¢p (X.Y)

>

oX oY
ifadelerini ayni anda bélemez bu nedenle de
O¢n (X,Y) | P’5¢n(X,Y) | o

oX oY

ifadeleri sifir olamazlar ve bu durumda ,

P sonsuzdaki adi nokta olur.

(g (X.Y) | B (X.Y)
Vf(X,Y,Z)‘P—[ b b b ‘P,¢(n_1)(X,Y)‘Pj

bulunur. Buradan da sonsuzdaki P adi noktasinda egrinin teget denklemi;
IPn (X,Y) O¢n (X,Y)
X —e 2 RAAIREALREY N X,Y)p =0
x oy |p + P(n-1)( )|p
olarak bulunur. Bu denklemdeki ilk iki katsayi sifir olmadigindan bu dogru
da sonsuzdaki dogru degildir yani sonlu dogrudur. Bu sonlu dogru egriye

sonsuzdaki noktada teget oldugundan ;egrinin bir egik asimtotunun homogen
denklemidir.

|P +Y

Eger
aX +bY , ¢,(X,Y) fonksiyonunun birden fazla katl ¢arpani ise aX +bY
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0P (X,Y) 0dp (X.Y)
X oY
ifadelerini ayni anda boler bu nedenle de
8(/5n(x,Y)|P _ 8¢n(x,Y)|
oX oY
olur.

p=0

Eger aX +bY, @, ) (X,Y)
fonksiyonunu bolemiyorsa
Py (X :Y)| p# 0
olup , P noktasi1 yine egrinin adi noktasidir .Bu noktadaki tegetin denklemi
Zg(npy (XY )| p =0
veya Z =0 bulunur Bu ise ;egrinin sonsuzdaki noktasinda egriye teget
olan dogrunun sonsuzdaki dogru oldugunu gdosterir. Diger bir deyisle ;egrinin
asimtotunun sonsuzdaki dogru oldugunu gosterir. Bu hali "egrinin bu

noktadaki asimtotu sonsuza atilmistir" seklinde 6zetleriz. Bu durumda , P
noktasi egrinin parabolik kolunun ulastig1 noktadir.

Eger aX +bY , ¢,(X,Y) fonksiyonunun birden fazla katli ¢arpani ve
Pn-1)(X,Y) fonksiyonunu tek kath ¢arpani ise ;

O0pn (X,Y)
fo(X,Y,Z) =2
x (X¥.2) === —p

0P (X,Y)
fY(X,Y,Z):n—|p:0

f(X.Y,2)= ¢(n_1)(X,Y)| p=0

olur. Yani P noktasi egrinin iki katli noktasidir. Bu noktadaki tegetlerin
birlikteki homogen koordinatlardaki denklemi;

024 (XY 024 (XY 024 (XY
x2 P oxay 1P o2 IP

od, 1 (X.Y) o4, 1 (X,Y)
+2[%‘PJXZ+z(%‘P}YZ+2¢(n_2)(X,Y)‘PZZ=0

olur.
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Gerekli hesaplamalar yapilarak daha yiiksek mertebeden katli
noktalarda da teget dogrularinin birlikteki denklemi bulunur.

Asagidaki teoremleri ispatsiz olarak vermek yararli olacaktir.

Teorem.10.4.4.1: n. dereceden ve pargalanamayan bir egri

W den fazla iki katli noktaya sahip olamaz.

Teorem.10.4.4.2: n. dereceden ve parcalanamayan bir egri

(n=Dn-2) 1)2(n —2) tane iki katli noktaya sahip ise egri iinikiirsaldir.

Teorem10.4.4.3: n. dereceden , parcalanamayan ve tinikiirsal oldugu bilinen

(n=D(n-2)
2

bir egri tane iki katli noktaya sahiptir.






187 Bir Egriden Tiiretilmis Egriler -Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhiga

10.4.5.Baz1 Ozel Cebirsel Egriler

10.4.5.1.Genel ikinci Dereceden Egriler

Ax* +2Bxy +Cy* +2Dx+2Ey+F =0 (10.4.5.3.1.1)
Seklindeki egrilere , ikinci dereceden egriler denir.

Bu tip denkleme sahip egrilerin asagida da goriilecegi gibi ; koordinat
sistemini bir dondiiriip bir teleyerek kanonik formlari elde edilir.
Koordinat sistemini dondiirmenin denkleme etkisi :

A B
M =
B C
matrisinin karakteristik degerleri 4,,4, olsun. A,, 1, karakteristik

degerlerine karsilik gelen birim ortogonal karakteristik vektorler U,,U,
olsun.

cosa sina
—sina  cosa
olmak tizere ;

)%l

doniistimii kullanilarak,
D'=Dcosa+Esina

E'=-Dsina+ Ecosa
olmak iizere; (10.4.5.3.1.1) esitligi,

AX?+2,y? +2DX +2Ey+F =0 (10.4.5.3.1.2)
bulunur.
Koordinat sistemini 6telemenin denkleme etKisi :

—E'
e I P
h=1 2, , k= (10.4.5.3.1.3)
g 4 =0 0,4,=0

olmak tizere ;
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X'=x"+h
yf — y” + k
otelemesi uygulanarak ,
) , 0,4, #0
D"=A4h+D'=
D’,4, =0
0,4, #0
E"=4,k+E'= (10.4.5.3.1.4)
E,A, =0

F'=—Ah? =4,k +F

olmak tizere;

X"+ A,y +2D"X"+2E"Y"+F' =0 (10.4.5.3.1.5)

denklemi elde edilir. Simdi su ¢ hali irdeleyelim.

e A4, =0o0lsun. 4,4, degerlerinin her ikisi de ayni anda sifir
olamayacagindan ; A, #0 veya A, # 0 olabilir.

(i) 4, #0 ise (10.4.5.3.1.4) esitliginin birincisinden ,
AX"? +2E"Y"+F' =0 (10.4.5.3.1.6)
(1) 4, #0 ise (10.4.5.3.1.4) esitliginin ikincisinden ,
ALY +2D"X"+F'=0 (10.4.5.3.1.7)
olur.

(10.4.5.3.1.6) da E" # 0 ise
erZ + 2E_(yn +ij — 0

A E”
esitliginde,
’)\(‘ — X”
v — rr+_
T

Otelemesini kullanarak,
"

%2425 ¥=0
ﬂ’l
bulunur. Bu son denklem XO"y koordinat sisteminde bir parabol gosterir.
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(10.4.5.3.1.6) da E" =0 ise

F" )
X" +— =0 iken
1
14

— > 0 ise reel hi¢bir nokta gostermez. Bu durumu denklemin
1
bozulmus parabol gosterdigini sdyleyerek belirtiriz.

— < 0 ise reel iki nokta gosterir. Bu durumu da denklemin
1

bozulmus parabol gosterdigini sdyleyerek belirtiriz.

(10.4.5.3.1.7) denklemi de benzer sekilde irdelenir.
o .4, >0 ikenyani A,,4, degerlerinin her ikisi de ayn1 isaretli ise
(10.4.5.3.1.5) denklemi (10.4.5.3.1.4) esitlikleri kullanilarak;
AX+ AL,y +F' =0 (10.4.5.3.1.8)

sekline dontisiir
(i) F' =0 iken

XnZ yl!2
—~ ; =1
) (72)

olur.
Eger F', A, z1t isaretli ise denklem elips gosterir. Ayn1 zamanda
A =4,
ise gember gosterir.
Eger F', A, ayni isaretli ise denklem reel higbir nokta gostermez. Bu
durumu denklemin bozulmus elips gosterdigini belirterek izah ederiz.
(i) ) F' = 0 iken
X"+ 2,y =0
denklemi elde edilir ki bu sadece x"O'y" koordinat sisteminin orijinini

gosterir. Bu durumu da yine denklemin bozulmus elips gosterdigini
belirterek aciklariz.

. A, A, <0 iken yani A,,4, degerleri z1t isaretli ise (10.4.5.3.1.5)
denklemi (10.4.5.3.1.4) esitlikleri kullanilarak;
AX"+ L,y +F' =0 (10.4.5.3.1.8)

sekline dontisiir
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(i) F' # 0 iken

"2 "2

X N y
_ F ’ _ F ’
74) 7)
olur.
- %1 , T F/lz zit igaretli oldugundan ;

denklem hiperbol gosterir.

=1

(ii))F' =0 ise;
y”2 — _ﬂ”l Xﬂ2
/12
veya
yn:i - lXﬂ
/12

bulunur. Buise X"0O'y" koordinat sisteminin orijininde kesisen iki dogru
gosterir. Bu durumu denklemin bozulmus hiperbol gosterdigini sdyleyerek
izah ederiz.

Boylece agagidaki teoremi ispat etmis olduk.

Teorem.10.4.5.3

(10.4.5.3.1.1) denklemi

1. detM =0 ise parabol yada bozulmus parabol
2. detM >0 ise elips yada bozulmus elips

3. detM <0 ise hiperbol yada bozulmus hiperbol
gosterir.

10.4.5.2.U¢iincii Dereceden Ozel Cebirsel Egriler
e Kiibik Parabol

F(x,y)=ax’ +bx*> +cx—y+d =0,a=0

egrisine Genel Kiibik Parabol denir.

Bu egrinin

[—b 2b* —9abc +27a’d j

33’ 27a>



191 Bir Egriden Tiiretilmis Egriler -Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhiga

noktasina gore simetrik oldugu bir noktaya gore simetri tanimi kullanilarak
gosterilebilir.

/

¥ > Jac ¥ = Jac ¥ < 3ac

Sekil.10.4.4: a > 0 i¢in Genel Kiibik Parabol

¢ Yari-Kiibik Parabol
Fx,y)=y>-kx’ =0
egrisine yari-kiibik parabol denir.

Sekil 10.4.5 : yar kiibik parabol ,kissioid, Agnesi Biiyiisii

e Diocles Kissioidi
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F(Xx,y)=(@-x)y’-x>=0,a=0
denklemli egriye Diocles kissioidi denir.
e Agnesi Bilyiisii
F(x,y)=xy’—-a’(a-x)=0

Dekart Yaprag

F(x,y)=(x—-a)y’ +x2(§+a) =0

F(x,y)=(x—-a)y’ + x2(§+a) =0

F.(XYy)=Yy’ +2ax+x* =0
F, (X, y)=2(x-a)y=0

denklem sisteminin tek ¢oziimii P = (0,0) ve
Fou (X Y)p =(2a+2x), =2a#0
oldugundan P noktasi iki katli noktadir. Ugiincii dereceden bir cebirsel
egrinin bir iki kath noktas1 varsa egri linikiirsaldir. y =tx alarak gerekli
hesaplamalar yapilirsa
3a(t’ -1)
X="
3t? +1
bulunur . Buna gére Dekart yapraginin parametrik denklemi
2 2
a(t) = 3a(t2 1) ’ 3at(;[ 1)
3t°+1 3t7 +1

bulunur.
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"
K A
"
.
"
~
n
0y
-
"

[
=]
=]

Sekil 10.4.6 : Dekart yapraginin iki hali ve Kayis egrisi.

[ ]
o Kayis Egrisi
F(x,y)=(x—-a)y’-x’(@a+x)=0,a#0
F(x,y)=(x—-a)y’ —x*(x+a)=0
F.(X,y)=y’—2ax-3x> =0
F,(xy)=2(x-a)y=0
denklem sisteminin tek ¢oziimii P = (0,0) ve
Fou % Y)|p =(-2a-6X)|, =—2a %0
oldugundan P noktas iki katli noktadir. Ugiincii dereceden bir cebirsel
egrinin bir iki katl noktas1 varsa egri iinikiirsaldir. y =tx alarak gerekli
hesaplamalar yapilirsa
_at’+a
t? -1
bulunur . Buna gore kayis egrisinin parametrik denklemi
2 2
a(t) = (at2 +a) , t(at2 +a)
t° -1 t° -1

bulunur.
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10.4.5.3.Dérdiincii Dereceden Baz1 Ozel Egriler

e Cassini Ovali
Aralarindaki uzaklik 2a olan F,F’ gibi iki noktay1 ve bir kK sabitini

g0z Oniine alalim.
|PF|PF'| =k*
ozelligindeki P noktalarinin olusturdugu egriye Cassini Ovali denir.
Eger F,F' noktalarim1 X —eckseni iizerinde orijinden esit uzaklikta alarak

egrinin dik koordinatlardaki denklemini bulmak istersek;
(2 +y>+a’) —4a’x? =k*
bulunur.

(i) K >1 ise egri tek pargali diizgiin bir egridir.
a

(ii) K =1 ise egri iki pargali tek ilmik noktali bir egridir (Bernoulli
a
Lemniskat1) . Bu halde denklem ,
(Xz + y2)2 _az(xz _ yz): 0
olur. Koordinat sistemini 45° dondiirerek elde edilen
yeni koordinat sistemindeki denklemi de

(x2 + y2)2 —2a’xy =0

olur.

(iii) K <1 ise egri tek parcali diizgiin bir oval egridir.
a

Her Cassini ovali donel tor yiizeyi ile donme eksenine paralel diizlemin
arakesit egrisidir.
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Sekil 10.4.7: Iceriden disariya dogru k = 5a,9a,1.1a,1.5a &zelligindeki
Cassini ovalleri burada F =(a,0),F'=(-a,0)

e Nichomedes Konkoidi
F(X,y)=(x- a)z(x2 + yz)— kx> =0
L . e 1 e
(i)— > —1 ise egri tek pargali diizgiin bir egridir.
a

(ii) 5 =—1 ise egri sivri noktalidir.
a

K <—1 ise egri bir ilmige sahip egridir.
a



196 Bir Egriden Tiiretilmis Egriler -Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhga

Sekil 10.4.8 : Soldan saga k = —5a,—a,—1.5a o6zelligindeki
Nichomedes Konkoidi
e Pascal Limaconu

F(X,y) = (x2 +y° —ax)2 —k*(xX*+y*)=0
(i) k =a iken Kkardioid

(ii) a= g iken trisekt

Sekil.10.4.9 : Soldan saga k =1.5a,a,0.5a Paskal limagonu

10.5.Bir Egriden Tiiretilmis Egriler

10.5.1.Bir Egriye Paralel Egri
Tanim :
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Birea diizgiin egrisinin degisken P noktasindaki normal dogrusu tizerinde
bulunan ve P noktasina uzakligi + k birim olan noktalarin olusturdugu
egriye , a egrisine k birim uzakliktaki paralel egri denir .

Bu tanima gore ;

P = (x(t), y()) = a(t)

T = (X(), y() = a(t)

N Cym.xwm)
VRO + Y2 ()

0Q =Oa(t) + ()Q

a()Q = +kN

B(t) =0Q = Oa(t) + tkN

ﬂ(U{X(t)i WO e O J

Y £
VX () + Y (1) VX (D) + Y (1)

paralel egrinin parametrik denklemi olur.

| =

N

Teget Dogrusu k \
/ -
Normal

Dogrusu

Sekil.10.5.1
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Ornek 1: k=1

\

Sekil.10.5.2
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Ornek 2: k =-1

5 10 15 20 25
_2 L

L

5 10 15 20 25
-0.25
-0.5
-0.75
20
l L
V\

Sekil.10.5.2



200 Bir Egrive Paralel Egriler -Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhga

Ornek3: k=1

25t
20 ¢
15}

10t

25+
20 ¢
15}
10

—

-0.75 -0.5 -0.25 0.25 0.5 0.75

25+

20

15+t

-2 -1 1 2

Sekil.10.5.4

Ornek 4: k =—1
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25 F

20 ¢

15+

10t

25

20

15+

10 t

25 f

20 1

15

10 t

-6 -4 -2

2
Sekil.10.5.5
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10.5.2.Bir Egrinin Inversiyon(Evirtim) Egrisi

Tamm: Bir o egrisinin inversiyon doniisiimii altindaki goriintiisiine «
egrisinin inversiyon egrisi denir.
Bu tanima gore  inversiyon merkezi (X,,Y,) ve inversiyon katsayisi

k olan inversiyon altinda
a(t) = (x(1). y(0)
egrisinin goriintlisii  A(t) olmak iizere ;

K(x(®)~ %,) L kym-y,) ]

s Yo

(X(t) — X )2 + (y(t) —Yo )2 (X(t) — X )2 + (y(t) —Yo )2

ﬂ(t) = [Xo +

seklindedir.

Ornek : (X,,Y,)=(1,0),k =1 olsun.

t’ 1
a(t):(1+t°(1+t)(t—2)]

egrisinin inversiyon egrisi ,
B(t) = (> —t=D(I+1t)(t-2) (1+1)(t=2)
L@ —t-D2t-2) +1 (2 -t =12 (t-2)* +1

-10 -5 5 10

10.5.6.Esas Egri
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10.5.7.Inversiyon Egrisi
e Bir egrinin asimtotu inversiyon egrisinin tegetidir.
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10.5.3.Bir Egrinin Pedal Egrileri

Tamim: Sabit bir P noktasindan bir ¢ egrisinin tegetlerine indirilen dikme
ayaklarinin olusturdugu egriye P noktasina gore« egrisinin birinci pozitif
pedal egrisi denir.

Tamm: Sabit bir P noktasin1 goz oniine alalim. o egrisinin degisken Q

noktasindan gecen ve WQ vektoriiyle dik ac1 yapan dogrunun zarfina , P
noktasina gorea egrisinin birinci negatif pedal e@risi denir.

P Teget Dogrusu

Sekil.10.5.8

Bu tanima gore o egrisine Q = (1) noktasi egrinin regiiler noktasi: olmak
iizere egriye teget olan L dogrusunun denklemi ;

y(®) .
—-y()= X—=X(t)),x(t) =0
y=-y@® X(t)( (D). X(0)
olacagi agiktir. P = (x,, y, ) noktasindan gecen ve L dogrusuna dik olan

dogrunun denklemi de
B _oxX® .
y=y©=— Fx-x(®) y1) 20

olur. Bu esitliklerden ;
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s

o - x0%” 0 + x0y” ®© + x50 (yg - y0) YO’ ® + 05 © + x030(xy - x(1)
xza)+yza) X20)+y20) ’

X(t) # 0 = y(t)
bulunur.

0 Orijinal egri

O

0.2

0.1

-2 -1 1 2

Sekil.10.5.9.Pedal Egrisi
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_2,
_4,

Orijinal egri

0.1 0.2

-2t

Sekil.10.5.10.Pedal egrisi
Teorem: Bir « egrisinin pozitif pedal egrisi S ise o egrisi de [ egrisinin
negatif pedal egrisidir.

Ispatsiz olarak verdigimiz bu teoremden , negatif pedal egrisini ayrica
incelemeye gerek olmadigini goriiriiz.
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10.5.4.Bir Egrinin Konkoid Egrisi

Tamm :

P =(X,,Y,)birnokta, d de P den gegen ve o egrisiile Q = a(t)
noktasinda kesisen dogru olsun. k herhangi sabit olmak tizere ;

g -

egrisinin Konkoid Egrisi denir.

%H =k ozelligindeki P,P, noktalarmin belirledigi egriye «

g
R

Sekil.10.5.11
Yukaridaki tanimdan; d dogrusunun denklemi
(%)= (%9, Yo )+ 20x®) = %,, YO = ¥, )
seklinde olur. R d dogrusu tizerindeki H@H =k olacak sekildeki degisken

nokta olmak tizere;
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RQ = 2PQ =[] =[]

-
=> A= ijk
Pd
S0 =|xvr— KO=x) o kbO-y)

\/(X(t) =X )2 + (y(t) =Y )2 ’ \/(X(t) =X )2 + (y(t) Y )2

olur.
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10.5.5.Bir Egrinin Kayis (stropoid) Egrisi

Tanim: P, A sabit iki nokta « da bir egri olsun.

[oA] =[] - [ex
Q
R
P
A
Sekil.10.5.12

olacak sekildeki P noktasindan gecen ve « egrisini Q da kesen d dogrusu
tizerindeki R
(veya R") noktalarinin olusturdugu egriye P, A ya gore o egrisinin Kayis
(Stropoid)egrisi denir.

Bu tanima gore ; P = (x,, ¥, ) A= (x,,¥,).Q = (x(t), (1)) = (t),P = Q
olmak iizere; P,Q dan gecen dogrunun denklemi,
y) -y, (x=x(®)
X(t) =X,
olur. Buna gore ;

y-y®=
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QA= (x, —x(), Y, - y(t))
RQ = (x(®) = x, () — Y)RQ = (x(t) — X, y(t) — y)
A" = (x, - x®) +(y, -y

[RQ| = (x-x®)) +(y-y)

RA|" =[RQ|" = (x,— X)) + (v, - ) = (x=x®) +(y-y®))
olur.
$0 -y =L ()

yazilabilir. Bu son esitligi onceki esitlikte yerine yazarsak;

2 _ (= x®) +(y, - y®)

(x(t) - x) ;
1| YO-Y
X(t) = X,
veya
(1) x)= & | =X + (= yO)

1+ (y(U—VJ
X(t) — X,
X = X(t) + \/(Xl B X(t))2 + (yl B y(t))2

1+m?

y= y(t) + \/(Xl — X(t))2 + (yl — y(t))2

1+m?

bulunur.
Ornek: a(t) = (t,t*) paraboliiniin kay1s egrisini bulalim.
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0.5

Orijinal egri

0.5 1

-0.5 ¢

-0.75 ¢

parca 2
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0.5
0.8 1.2 1.4 1.6
-0.5
-1
-1.5
parca3

parca 4

Sekil.10.5.12.Kays egrisi
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10.5.6.Bir Egrinin Kissioid Egrisi
Tamm : o, 4 gibi iki egri ve sabit bir P =(x,,y,) noktasi verilsin. Bir d

dogrusunun a, S egrileriyle arakesit noktalar sirasiyla Q,,Q, olsun

PR = Q,Q, olacak sekildeki R noktalarinin olusturdugu egriye o, 8

egrilerinin P = (XO, yo) noktasina gore kissioid egrisi denir.

Sekil.10.5.14.Kissioid

Bu tanima gore ; P = (XO, yo) ve a(t) = (X(t), y(t)) noktalarindan
gecen d dogrusunun parametrik denklemi,

(x,y) = (x(©), y©) +V(x(®) = %,, YO = ¥, )
ve dile S egrisinin arakesit noktasi

X(8) = x(t) + V(x(t) ~ X, )

y(s) = YO +v(y®) - y,)

olur.

Ax = (x(1) =X, ) Ay = (y(©) ~ o)

olmak iizere;
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X(S) — X(t) = VAX

y(s)—y(t) =vAy

X(S)AY — X(1)Ay = VAXAyY

Y(S)AX — y(1)AX = VAYAX
esitliklerinden ,

(x(®) = x(9)Ay +(y(s) ~ y())Ax =0
Y(S)AX — X(S)Ay = Y(H)AX — X(t)Ay
denklemi s = o (1) ¢oziimiine sahip ise ,
Q, = (x(a(®), y(o (1))

Ve

X=X, + X(o(t)) = x(t)

y =Y, +Y(ot)-y®

kissioid egrisinin parametrik denklemi olur.

Ornek:
a(t) = (tz,t),ﬂ(s) = (S, Szl P =(L1) olmak iizere «, # egrilerinin P
noktasina gore kissioid egrisini bulalim.
Y(S)AX—X(S)AY = Y(H)AX — X(t)Ay
esitliginden
Pt =1 —st-1)=tt+1)—t>
ve buradan da
C(t=DEft-12t+1]
- 2(t2 -1)
bulunur. Genelligi bozmayacagindan
. (t—1)+|t—1||2t+1|’_1 sl
2(t* - 1)

alalim.Buna gore ;
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l,tﬁ—%

-t
- -1

Ve

X(a(t)=

y(o(t)=

0,t=1
LLt>1

1,ts—%

—t

— U <t<
1+t’/é
0,t=1

Lt>1

-1
Lt<=))

t’ 1
—, A <t<l
(1+1)? /45

0,t=1
Lt>1

ve Kissioid egrisinin parametrik denklemi de

-t2-tht<-Y

t* 1+t-t°
-/ <t<1
R(t)—( 1+t 7 (1+1)? A

olur.

(1-t21-t)t=1
-t 2-t)t>1
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4
2
5 10 15 20 25 30
-2
-4
30
25
20
15+
10 t
5 L
-4 -2 2 4
6 L
4 L
2 L

Sekil.10.5.15

Sonug: S egrisi ax+by+c =0 seklinde verilmis ise aAX+bAy =0
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ise kissioidin denklemi;
R(H) = b(x, — AX)Ay — (aAx + by, +¢)Ax a(y, — Ay)Ax — (bAy + ax, + c)Ay
- aAX + bAy ’ aAX + bAy

kissioidin parametrik denklemi olur.

Tanim: Bir parametreli egri ailesinin her bir liyesine teget olan dogruya bu
egri ailesinin zarfi denir.



218 Bir Egrinin Egrilik Merkezi Egrisi-Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhga

10.5.7.Bir Egrinin Egriligi ,Egrilik Yaricap: Ve Egrilik Merkezi

Her ne kadar analitik geometrinin direkt konusu olmasa da egrilik
kavramina bagl egriler tiiretileceginden , burada egrilikten kisaca
bahsetmek istiyoruz.

Bir dogru (genellikle koordinat sisteminin X —ekseni) baz
alinarak,egrinin teget dogrusunun baz dogrusuna goére egimi ve egrinin
yay uzunluguna bagl olarak tanimlanan kavram egriliktir.
10.5.8.Bir Egrinin Egrilik Fonksiyonu
Tanim: o parametrik egrisinin tegetinin X — ekseni ile yaptig1 ac1 ¢ ve «
egrisinin yay parametresi de S olmak iizere;

_dg W%y

K=—=—+"~
3
degerine o eg@risinin egrilik fonksiyonu denir.
Eger egri F(X,y) =0 denklemiyle verilmis ise

2 2
__FuF/ 2R, FF, +F,F,

%

F+F)
Eger egri p = f(#) denklemiyle verilmis ise
e p2 +2p!2 _ppﬂ

3
(0> +p7)"
olarak tanimlanir.

Tanim:

1 ds| |6+ y2)

el lagl | xy-xy |

fonksiyonuna « egrisinin egrilik yaricap fonksiyonu denir.
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10.5.9.Bir Egrinin Evoliitii(Egrilik Merkezi Egrisi)

Y
S=n—¢
Sekil.10.5.16
Sekil.10.5.16 dan
sind =sin(z — @) = M
YO-YO)

coso =cos(r — @) =
ve bu esitliklerden

X(t)=Xx(t)— pcosep
Y(t)=y(t)+ pcosep

tan g = y’=—¥

X
y
X

sing =

cosQ =

ve
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o] [ ey)
P=77= =
|K| |d¢| ‘ Xy — Xy ‘

degerleri yerine konursa

X (t) = x(t) _M

Xy — Xy
v =y + L)
Xy — Xy
Ve
y(t) = [x(t) dbeay) o +X(X—+y)j
Xy — Xy Xy — Xy

egrilik merkezi egrisinin parametrik denklemi bulunur.
Tanmm:
Yukaridaki egrilik merkezi egrisine « egrisinin evoliitii denir.

Tanmmm:Bir d dogrusu a egrisi lizerinde teget olarak kaymadan
yuvarlanirken d dogrusu lizerindeki sabit bir noktanin ¢izdigi egriye o

egrisinin involiitii denir.

e Bir £ egrisi « egrisinin involiitll ise o egrisi de f egrisinin evoliitii

olur.
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10.5.10.Bir Egrinin Izoptik Egrisi
Tanm:

Bir o egrisinin sabit @ agis1 altinda kesigen tegetlerinin arakesit
noktalariin olusturdugu egriye « egrisinin izoptik Egrisi denir.Eger

T, < el o e o
0 =— ise izoptiZe o egrisinin ortoptik egrisi denir.

Bu tanima gore ; a(t) = (X(t), y(t)) regiiler egrisinin
a(t) noktasindaki tegetinin egimi m; olmak iizere;
Y —y(t)=m, (X - x(t))
tegetin denklemi olur.
m, bir baska tegetin egimi iken , bu egimle m, arasindaki iliski
tan@d = m, =My
+mm,
veya
_ M, +tan®
11— m, tan &
olur. Buradan;
m, = w
X(t)

alip,
m - y(t,) _ YO +X{)tan

POX(t,)  X(t)-Yy(t)tand
denkleminden t, c¢oziilerek elde edilen a egrisi lizerindeki

2

P= (X(to), y(to)) noktasindaki egimi m, olan tegetinin denklemi ;

Y -y(t)= mz(x - X(to))
oldugundan , bu iki denklemden X,Y ¢oziiliirse
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779 (t) =
(yt) - myx) - ytg) Ni-m, tan @)+ (m, +tano)x(ty) M (1-m tan 9)Y(t0)+ (m +tan 9)(3’(0 - ml(x(t)* X(to)»
em’) | (em?)
l+m1 tan 6 l+m1 tan 6
veya
779 (t) =
(y(t) —myx(®) - y(tg ))(cos 0-m; sin 9)+ (m1 cos 0 +sin a)x(to) -my (COS ¢ —my sin g)y(to )+ (m1 cos 0 +sin 9)(y<t> -m (X(t) - X(I())))
(1+m12)sinn9 ’ (1+m12)sin6

denklemi izoptik egrisinin parametrik denklemi olur.

Yukaridaki esitlikten € :% alinarak,

- —ml(y(t)—mlx(t)—y(to))+ X(ty) mlzy(t0)+(y(t)—ml(><(t)—X(to)))
"0t (om?) | (m?)

a egrisinin ortoptik egrisinin parametik denklemi bulunur.

Ornek: a(t) = (t,tz) egrisinin ¢ :% acis1 altinda kesisen tegetlerinin

olusturdugu izoptik egrisinin parametrik denklemini bulalim.
2t 2t+1

1 1-2t

o 2t+1
* T 201-21)
A\

2t+1
“%)_20—20

2t+1 )
yao)-(—m_zt)j

degerlerini izoptik egri denkleminde yerine yazip gerekli kisaltmalari
yaparak;
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_ 2
X (t) = -4t 4+l
41-2t)
2
Y(t) = 6t” +t
20-2t)

izoptigin parametrik denklemi olur. Yani ;
— 47 +4t+1 6t +t j

12 (1) = ( a1-20 2(-20)

olur.

10

Sekil.10.5.17

Ornek: a(t) = (t,tz) egrisinin ortoptik egrisinin parametrik denklemini
bulalim.

2t, -1

12t

-1

4

0

Ve

-1
X(t,)=—
) 4t

1
t,)=——0
y(O) 16t2
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degerlerini izoptik egri denkleminde yerine yazip gerekli kisaltmalari
yaparak;
16t* -1
16t°
16t% +4t* +1
16t°

ortoptigin parametrik denklemi olur.
Yani;

X(1) =

Y () =

16t* —1 16t* +4t* +1
n, )= —, 5
z 16t 16t

bulunur.

0.8
0.6
0.4t

0.2

-1 -0.5 0.5 1
0 Parabol ©
-1.5 -1 -0.5 0.5 1

|
o
N

|
o
W
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0.8

0.6

0.4

0.2 t

-1.5 -1 -0.5 0.5 1
-0.2

Sekil.10.5.18.Parabol ve Dogrultmani




226 Bir Egrinin Kaustik Egrisi-Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhga

10.5.11.Bir Egrinin Ortotomik Egrisi
Tamm:Bir « egrisinin tegetlerine gore yansitilmasindan olugan egriye
Ortotomik Egri denir.

Bu tanima gore; a(t) = (X(t), y(t)) egrisinin tegeti (t) noktasindan

geegen ve
normali N(t) = (y(t),—)'((t)) olan dogrudur. P = (X,, y,) noktasinin egrinin
tegetine
gore simetrigi olan nokta
S e o Yo) =
250(y(0xg - KOy - YOXO +x0Y®)  220(30x - XDy, - YOXO + XOYD))
=%~ 2. 2 Yo~ 2. 2
2m+y* o +y’ o
oldugundan
n(t) =
[X 290(3()xg - XDy - YOXO +XOYD) y 210)(y0)xy - KOyq — YOXO + x'(t)y(t))}
| xg- Y-
K2 +y2 () 2+

a nin ortotomik egrisinin parametrik denklemi olur.

10.5.12.Bir Egrinin Kaustik Egrisi
Tamm:Bir « egrisinin Ortotomik Egrisinin evoliitiine o egrisinin Kaustik
Egrisi denir.

Yukaridaki kaustik egri tanimindan 7(t) = (X 0,Y (t)) ortotomik egrinin
parametrik denklemi ise
y(O) = (x() M Yo+ Mj

XY — XY — XY
da a(t)= (X(t), y(t)) egrisinin Kaustik egrisinin parametrik denklemi
olur.

Ornek: a(t) = (t,tz) egrisinin ortotomik ve kaustik egrilerinin parametrik
denklemini yukaridaki denklemlerden elde edilebilir.



227 Diizlemde Yansima-Diizlem Analitik Geometri-Baki Karhga

10.5.13.Bir Egrinin Radyal Egrisi
Tanmm: P = (XO, yO) sabit noktasindan o egrisinin egrilik yarigapina paralel

ve esit uzunluklu dogrularin bitim noktalarinin olusturdugu egriye o
egrisinin radyal egrisi denir.

Bu tanima gore ; o egrisinin radyal egrisi a(t) noktasindaki evoliitiin
P= (Xo , yo)

noktasina otelenmisidir yani; « nin radyal egrisinin parametrik denklemi

yolkim+y2o) , - xol2m +y2 )

t)= )
0= % XOYO -0y 0 xOF©) - %Oy

olur.



